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Предисловяе к 91-МУ изданию. 


Настоящее 31-е издание „Элементарной алгебры“ суще- 
ственно переработано мною, с целью согласования его содержания 
с программами трудовой школы Комиесариата Народного Про- 
свещения. Изменения, введенные в это издание, в главнейших 
своих чертах состоят в еледующем: 

1) На первое место выдвинуты уравнения, понятие о ко- 
торых дается теперь в самом вначале курса, гле также указы. 
ваются и простейшие приемы для их решения. В дальнейшем 
изложении начал алгебры уравнения снова появляются, в более 
полном и разработанном виде, в разных местах курса по мере 
того, как учащиеся знакомятся с механизмом алгебраических 
преобразований. 

2) Очень большое место в настоящем издании отведено 
функциональной зависимости и ее графическому изобра- 
жению. Так, рассматриваются и иллюстрируются: пропорциональная 
зависимость (прямая и обратная), двучлен первой степени, про- 


Зе 
стейпие виды трехчлена второй степени, функции у=#иу=Ух, 
показательная и логарифмическая функции. Раз‘яенен графиче- 
ский способ решения уравнений 1-й степени с одним и с двумя не- 
известными, квадратного уравнения и даже песложного уравнения 
3-й степени и некоторых енетем второй степени. 

3) Дано понятие о приближенных вычиелениях и © нахо- 
ждении предела погрешноети суммы, разноети, произведения и 
частного приближенных чисел, 

4) Везде, где возможно, указана геометрическая интерпре- 
тация алгебранческих свойств и формул. Напр. геомегричееви 
истолковано раепределительное свойство умножения, формуль 


—_ & — 


(@-25)* (а—®)* и (а--5) (а-$), основаое свойство пропорции 
{ирямое и обратное), некоторые свойства арифметической и геоме- 
трической прогрессии и пр. 

5) С целью еделать изложение алгебры более живым и ин- 
тересным для учалщихея в некоторых местах курса сделаны не- 
большие добавления и замечания исторического характера (напр., 
относительно азгебраического знакоположения). 

6) Во многих местах изложение упрощено, сделано менее 
абетрактным. В новым понятиям подход делаетел на конкретных 
примерах и задачах. Сложные примеры нА преобразование алге- 
бранческих выражений (напр. в главе об алгебраичееких дробях) 
заменены более простыми. 

7) Книга снабжена большим количеством упражнений, рас- 
позоженных в тех местах курса, где в них встречается надоб- 
ность. Упражнения эти составлены с таким расчетом, чтобы в 
случае надобности они могли заменить собою алгебраический за- 
Дачник. 

8) Наконец, очень многие статьи, излатавшиеся в прежних 
изданиях моей „Элементарной алхебры“, теперь выпущены совсем 
главным образом потому, что прохождение их не требуется но- 
выми школьными программами, а частью и ради возможного 60- 
хращения об‘ема книги (что при современном экономическом по- 
зожении очень желательно). Так, выпущено: условия тождествен- 
ноети многочленов, задёчи © куръерах и © двух источниках 
света, извлечение кубичного корня, комплекеные числа, решение 
неопределенных уравнений в целых чиелах, теория соединений, 
бином Ньютона, непрерывные дроби и некоторые другие более 
мелкие статьи и параграфы. 


Петроград, И-го июля 1992 г. 


Предисловие к 9/-му изданию, 


39-е издавие печалтано бев перемен с 31-го; лишь иепра- 
азены замеченные опечатки и улучшены некоторые чертежя. 


Лля 33-го издания попразлены все замеченные онетатки, 


ОТДЕЛ 1. 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ. 


ГЛАВА 1. 
Алгебраическое знакоположение. 


1. Употребление букв. В алтебре употребляетея буцвен- 
ное обозначение чисел для двух целей. 

1) Дия сокращенного выражешая прнема (или правила), 
посредством которого можио решать задачи, сходные между собой 
по условиям, но различающиеся только величиною данных чисел. 
Для этого данные в задаче числа обозначают буквами (обыкно- 
венно латинского или французского алфавита), и, рассуждая так, 
как если бы эти числа были выражены цифрами, указывают 
посредством знаков, какие действия надо выполнить над данными 
числами, чтобы получить искомое число. Пусть, напр. мы желаем 
указаль, как находятся процентные деньги © данного капитала 
за данное число лет. Тогда преднагаем задачу в таком общем виде: 

Капитал в а руб. приносит в год р %; определить прецент- 
ные деньги за $ лет. 

Рассуждаем так: если капитал приносит в год р %, то это 
значит, что каждый рубль капитала приносит в год дохода 
2100 руб. (т.-е. р коп.); поэтому @ руб. принесут в год дохода 


=. Ха (руб.), а в Ё лет доход будет и. Обозначив иеко- 


мые процентвые деньги буквою 2 (искомые чиела вообще принято 
обозначать последними буквамн в алфавите, т.е. 2, м и и пр). 
мы можем написать: 


РЕ: 
2 = о Х@жё 


2 Аб лиь 


Это равенство в кратком виде выражает правило, но кото 
рому можно найти процентные деньги, а именно: надо число 
процентов разделить на 100 и полученное частное умножить на, 
число рублей капитала и затем на число лет. Например, про- 
центные деньги с 3720 руб., отданных по 4% на 5], лет, будут: 


и а ОХИ — 8184 р. = 818 р 40 ® 


А 
Р- и — 10х28 


2) Для выражения общих свойств чисел. Если желаем кратко 
выразить, 9т0 какое-нибудь свойетво принадлежит ве каким-нибудь 
отдельным чиелам, & всем числам (или группе чисел), то чисна 
эти обозначают буквами. Так, свойство, что произведение двух 
чисел не изменится, если мы множимое переставии со мвожителем, 
можно выразить так (обозначая одно число буквою а, & другое 


буквою Ь): отв 


э. Алгебраическое выражение. Если несколько чнсел, 
из которых все или некоторые обозначены буквами, сосдинены 
между собой посредством знаков, указывающих, какие действия 
надо произвести над данными числами, то такое обозначение 
наз. алгебраичесвким выражением. Таковы, напр. обо- 
значения: 


2 : , 
2 Хахь ахё д.9+1. 


Для краткости речи мы чаето будем вместо „алгебраическое 
выражение“ говорить проето „выражение“. 

Вычислить какое-нибудь выражение для данных числен- 
вых значений букв значит, подставив В него на место букв эти 
численные значения, произвести все указанные в выражении 
действия; число, позучившееся после этого, наз. численною 
величиною алгебраического выражения для данных численных 
значений букв. Так, численная величина выражения: 


Ф. 3 
0070 


при 2 = 4, а=3720 и = 51/, равна, как мы видели, 818,4. 

3. Действия, рассматриваемые в алгебре, следующие: 
сложение, вычитание, умножение, деление, возвышение в стенмень 
и извлечение корня. Что такое первые четыре действия, известно 


из арифметики. Пятое ‚действие—возвышение в степень—ипред- 
ставляет собою частный случай умножения, когда перемножаются 
два, три, четыре и более одинаковых сомножителя. Произведение 
таких сомножителей наз. степенью, а чиело их—показате- 
лем степени. Если показатель степени 2, т.-е. если какое- 
нибудь чиело берется сомножителем 2 раза, то произведение наз. 
второю степенью; если показатель степени 3, т.-е. если какое- 
вибудь число берется сомножителем 3 раза, то произведение наз. 
третьею степевью и т. д. Так, вторая степень 5-и есть преиз- 
ведение 5 ЖБ, т.-е. 25; третья степень '/, ееть произведение 
ХТ, ЖУ, т.-6. Ч, и т. п. Первою степенью чиела принято 
называть само этс число. Вторая степень наз. иначе квадратом, 
& третья степень-—-кубом. Причина этих названий состоит в тем, 
что произведение « Ха выражает (в квадратных единицах) пло- 
щадь квадрата со етороною в а линейных единиц, & произведе- 
ние оХаЖа выражает (в кубических единицах) об‘ем куба с 
ребром в а линейных единиц. 

О шестом действии— извлечении корня— мы пока говорать 
ве будем, так как это действие в начале алгебры совсем не 
расематриваетея. 

4. Знаки, унотребляемые в алгебре. Для обовначе- 
ния первых четырех действий в алгебре употребляются те же 
знаки, как и в арифметике; только звак умножения обыкновенно 
не пишется, если оба сомвожителя, или один из них, обозначены 
буквами; напр. вместо а ЖФ (или вместо ва.6) пишут просто аё 
и вмеето $ Жа пншут За. Как знак деления безразлично уно- 
требляетея или двоеточие (.:), или черта (горизонтальная или 
наклонизя); так, выражения: 


а:6, 5 а/Ь 


озиачают одно и то же, & именно, что чиело @ делятся на другое 
число 6. : 
Возвышение в степень принято сокращенно выражать так: 
пишут число, которое требуется повторить сомиожителем, а над 
ним, е правой стороны, ставят другое число— ноказателя степени, 
выражающее, сколько раз возвышаемое чиело должыо быть повтю- 
рено сомиожзтелек. Так, 3* (читается: тры в четвертой стезеки: 


= 


ваменяет собою более подробное обозначение: 3.3.8.3. Если пря 
числе не стоит никакого показателя степени, то можно подразу- 
мевать при нем показателем 1; напр, @ означает то же вамое, 
что и @', так как первою степенью числа принято называть само 
это чиело. 

Равенство чисел обозначаетея знаком -=, & неравенство или 
знаком >> (больше), или знаком < (меньше). Напр, если написано: 


5+2 =7, 542>6; 5+2 <10, 


то это значит: 5 +2 равно 7; 5-2 больше 6 и 5 --2 меныпе 10. 


Встречаются иногда перечеркнутые знаки равенства ити 
неравенства; напр.: 


8—3==4; 8—32>5; 8—8 5; 


что означает: 8—3 не равно 4; 8—3 не больше 65; 
8—3 не меньше 5. 


Иногда помещают два знака одни под другим, напр. 
Е) ай 


что означает: 1) а больше или меньше 6; 2) а больше или 
равно 6, 8) а плюс или минус 6. 

Для указания порядка действий употребляются скобки 
Напр. выражение: 


@ [6 — [с +(а —е)]} 


показывает, что действия над числами а, В, с, 4 и е должны 
быть выполнены в таком порядке: из @ вычитается е, полученная 
разноеть прикладывается в с, полученная сумма вычитается из Ь 
и на эту разность умножается а; значит, сначала производятся 
действия, указанные внутри малых скобок (), потом действия 
указанные внутри ломаных скобок [ }. затем действия, стоящие 
внутри фигурных скобок { }. 

Замечание. Для сокращения письма принято в некоторых 
случаях скобки не ставить, а только подразумеваль их. Напр. 


В ЕЛ 


скобки не ставятся при обозначении последовательных сложений 
вычитаний и умножений; гак: 


вместо [(@+)+с]+4 пишут а+6+с -а 
ь | (а) —с [= а 5 заса с- 
» [(@5}с | э арса. 


В этих случаях порядок действий указывается самим выря- 
жением (слева направо). 

В некоторых других случаях также принято скобки онускать; 
мы 0б этом скажем тогда, когда представитея надоЭноеть. 


Упражнения. 


$814 

1. Выразить периметр (контур) квадрата, сторона которого 
равна & м. выразить его площадь 

2. сли ребро куба равно т см, как выразится его 0б*ем? 

3 Написать алгебраическое выражение, показывающее, 
сколько получается золотников после раздробления составного 
именов. числа а ф. 6 лот. с золот. 

4. Сколько заключается единид в Я десятках? 

5. В некотором двузначном чиеле заключается 2 дес. и 
у ед. Сколько всех единиц в этом числе? 

6 (Смешано 3 сорта чаю. первого сорта взято @ фунт. вто- 
рого 6 ф. и третьего с $; фунт первого сорта стоит т руб. 
второго сорта я р. и третьего р р. Выразить цену одного фувта 
смеси 

7. В одной коробке т перьев, в другой п перьев. Если из 
первой переложить во вторую р перьев, то в обеих будет поровну. 
Выразить это равенством. 

8. Выразить знаком неравенства, что сумма цифр двузнач- 
ного числа, содержащего а дес. и Ь простых единиц, меньше 
самото этого чиела. 

9. Вычислить площадь круга, еели известно, что она равна 
кВ где г есть число, равное 3,14, и А радиус круга, равный 5 м 


И 


10. Указать знаками, что сумма 3 -[- 8 умножается на раз- 
ность 5 — 2. 

11. Указать, что число а должно быть разделено на сумму 
ФУ. 

12. Выразить посредством знаков: 1) сумму квадратов чисел 
сиу; 2) квадрат суммы этих же чисел, .3) произведение квадрата 
чиела т на куб чиела и; 4) произведение суммы чисел @ и | 
ва их разность 5) частное от деления суммы квадратов чисел 
тиу на разность их кубов. 

13. Найти численные величины следующих выражений при 
а=25, 6=8 и с=3: 

а р а в 


1) (а 06 2) (а--5) (&— 5); 3] с Е 


14. Найти при а=25, 6=8 и с=3 численные величины 
выражений: 


1 ее 2) («5% Зе-ти. 
15. Проверить следующие равенства при @— 10, 6=2: 
1) @-55=#-- 2% +8; 
2) («--5) (а—В=е— 9. 


16. Вычиелить следующие выражения нри Х— 100 и у=20 
1) #=— ур [е-у— @—9] +2} 
2) +" —@—9) 
ГЛАВА ЦП. 
Понятие об уравнении. 


5. Свойетва равенетв. Два числа или два алгебраиче- 
ских выражения, соединенные между собою знаком =, составляют 
равенетво. Чиела эти или выражения наз. чаетями равей- 
ств: то, что стоит налево от знака =, составляет левую 


Е — 


часть а 10, что стоит направо от этого зпака, составляет 
правую часть. Напр. в равенстве: 


а+а-а = а.3 


девая часть есть а+а+а, а правая д.3. 

Обозначая каждую часть равенства одною буквою, мы можем 
главнейшие свойства равенств выразить так: 

1) Еслиа = тоиф =а,т.-е. части равенства можно 
менять местами. 

2) Если а=В и 6=с, то и а= с; т.-е., если два чиела 
равны одному и тому-же третьему числу, то они 
равны и между собою. 

3) Если ва=В и с=а, то а--с=6-4 и а с=6— 4, 
т-е. если к раввым числам прибавим, или от них 
отнимем, равные числа, то и получим равные числа. 

4) Еели а=В и с=4, то а = иа:с=Ь: 4; т-е., если 
равные числа умножим или разделим на равные 
числа, то и получим равные чиела. 

Все эти свойства равенств можно считать очевидными. 

6. Тозклеетв о. Два алгебраических выражения наз. тож- 
дественным и, если при всяких численных значениях входя- 
щих в них букв они имеют одну и ту же численную величину. 
Таковы, напр. выражения: 


аб и а; а-- (6--с) и а 6-е. 


Еели в каком-нибудь равенстве обе его части составляют 
тождественные алгебраические выражения, то такое равенство 
наз. тождеством. Таковы, напр., равенства: 


а--(6--е) =а-- 6-6; 3 (а--5) = За-- 36. 


Тождеством наз. также и такое равенство, в которое входят 

только числа, выраженные цифрами, если обе части этого равен- 
ства, по выполнении всех дей‹`вий, указанных в них, дают одно 
и то же число; Таковы, напр., равенства: 


40.5 _ Га, 
—=! 


(2+1 =(5 —3); 


ма 7 


4. Уравнение. Если в равенство входит одна или несколько 
букв таких, которым нельзя принисываль всевозможные числен- 
ные значения, то такое равенство наз. уравневием. Нанр. 
равенство: 


ЗБ =2 7 


ееть уравнение, потому что его левая часть равна правой не 
при всяком численном значении 1, & только при #— 2. Подобне 
этему равенство: 

2% + у=105— у 


есть уравнение, потому что оно обращается в тождество не при 
всяких численных значениях букв 2 и 7, & только при некоторых 
(напр. при 5 =2 иу = 8 оно дает тождество 2.2 1-8 =10.2 — 8, т.-е. 
12 = 12, тогда как при 1 = 2 иу== 3 оно в тождество не обращается). 

Те буквы в уравнении, которым нельзя приписывать все- 
возможные численные значения, наз. неизвестными (числами) 
уравнения; эти буквы берутся обыкновенно из последних бухв 
алфавита. 

Те числа, которые, подставленные в уравнение вместо его 
неизвестных, обращают уравнение в тождество, наз. корнями 
урзвнения или его решениями; о таких числах принято гово- 
рить, что они удовлетворяют уравнению. Напр. 2 есть корень 
уравнения 35-- 5=25--7, потому, что при #=2 это уравне- 
ние обращается в тождество. Уравнение 2% -- ч= 105 — у имеет 
корни 2=2, У=8 и многие другие. 

Решить уравнение значит найти все его корни. 

Многие задачи можно решаль помощью уравнений. Приведем 
примеры. 

8. Задача 1. В одном резервуаре находится в 4 раза 
более воды, чем в другом резервуаре; если же из первого пере- 
лить во второй 9 ведер воды, то в обоих воды будет поровну. 
Сколько ведер воды в каждом резервуаре? 

Обозначим буквой х число ведер воды, находящейся в том 
резервуаре, в котором воды меньше; тогда в другом резервуаре 
воды должно быть х, 4, что можно написаль 45. Если из этого 
резервуара перелить в другой 9 ведер, то в первом останется 
4%— 9, а во втором получится х-|- 9 ведер, а так как в задаче 


У 


скавано, что тогда в резервуарах воды будет поровну, то мы 
можем написать уравнение: 


4—9 = 9. 


Если мы найдем, какое число х удовлетворяет этому урав- 
нению, то задача нална будот решена. Значит, теперь вопрос 
в том, как репгить составленное нами уравненке. Для этого надо 
преобразовать его с целью придать ему такой вид, чтобы неиз- 
вестные числа стояли в одной части уравнения, напр. в левой, 
8 известные числа в другой части уравнения. 

Преобразование уравнения можно выполнить, пользуясь теми 
свойствами равенства, которые были нами указаны раныпе (8 5). 
В нашем примере поступим так: прибавим к обеим частям урав- 
нения по 9; тогда в левой части мы получим 45-—9 -|- 9, что 
составляет 45, а в правой части будем иметь д 9-Ё9, что 
составляет т -|- 18. Но если мы к равным числам (одно 44 — 9, 
а другое х-- 9) прибавим поровну (по 9), то и получим равные 
числа; значит: 


4%=х-| 18. 


Теперь отнимем от обеих частей равенства по 5; тогда 
в левой части получим 3х, а в правой останется 18. Значит, 
уравнение сделается теперь таким: 


31=18. 


Остается разделить обе части уравнения на 3, отчего равен- 
ство тоже не нарушится. Чосле деления в левой части получим 
х, а в правой 6. Значит: х=6. 

Таким образом, в одном резервуаре воды было 6 ведер, а 
в другом 6Ж4, т.-е. 24 ведра. 

Поверка: перелив из большого резервуара в меньший 9 
ведер, нолучим в каждом поровну, именно по 15 ведер. 

9. Примеры решения лругих уравнений. 

1) х--7=9. Отняв от обеих частей по 7, найдем т=2. 

2) 15=18 —. Прибавим к обеим частям уравнения пот, 
получим: 15--х=18. Теперь отнимем по 15; тогда найдем. 


2 — 3. 


яфеяни 


2 ча — 
3) 42=42 — 24. Прибазам по 25: 
61—42. 


Разделив 0бе части уравневия на 6, найдем: #=Т. 
4) 31=5%— 40. Прибавив по 40, получим 34 - 40 =55. 
Отняв по 3х, найдем: 40—22. Разделим на 2: 


20=5, 


что можно ваписаль и так: х=20 (части равенства можно менять 
местами). 

Для поверки подставим в данное уравнение на место 2 
чиело 20: 

3.90=5.20—-40, т.-е. 60= 100 — 40 =60; значит, урав- 
нение мы решилн правильно. 

10. Два свойства уравнения. Из приведенных при“ 
меров видно, что при решении уравнений приходится пользоваться 
следующими двумя свойствами: 

1) К обени частям уравкения ножно прибавить, или от ких 
стнять, по одному и тому же чиелу; = ть 

2) обе части уравнения можно умножить или разделить на 
одно и то же число. 

10а. Задача 2-я. Сумма цифр некоторого двузначного числа 
равна 11; если из этого числа вычтем другое число, изображен- 
ное теми же двумя цифрами, но переставленными В обратном 
порядке, то в осталке получим 45. Найти это число. 

Положим, что цифра десятков искомого числа есть 2; тогда, 
число простых единиц в нем должно быть 11-2. Так как 
в каждом десятке содержится 10 ед, то в < десятках будет 
105 елиниц, & во всем чиеле их должно быть 105 +@а1—) 
Если цифры числа переставим, то получим новое число, в кото- 
ром десятков будет 11—22, а простых единиц 2; след., всех еди- 
ниц в таком числе окажется 10 (11—22) =. По условию за- 
зачи остаток от вычитания второго числа из первого должен 
‘ать 45. Значит, мы можем написать уравнение: 


10 + (11 —2) —[10 (11 —2) + *]=45 


Чтобы решить это уравнение, вадо его по возможноств 
упростить. Но здесь окажется, что мы недостаточно знаем свой- 
ства арифметических действий, чтобы можно было упростить 
наше уравнение. Мы не знаем, напр. как можно вк 105 при- 
бавить разность 11—45, или как можно 10 умножить на раз- 
ноеть 11—45 и как, наконец, можно из суммы 10% (11—5) 
вычесть то, что стоит внутри ломаных скобок. Отложим пока ре- 
шение этого и подобных ему уравнений до того времени, когда 
мы ознакомимся со свойствами арифметических действий; к этим 
действиям мы теперь и перейдем. 


Упражнения. 
$8 9—10. 


Гешить следующие уравнения: 
17) 14=х- 10. 18) х— 10=0. 19) 2%+1=35. 


20) 2=у— 5. 21} 0=2у —40. 22) 69=4%-1 29. 
23) Бу=1Б. 24) 121==+20. 25) ву в=Б. 
26) 16 =8у 27) 5+5=30. 28) 8 —17=8117, 


Найти корни уравнений: 


29) бх= За 19. 30) 55-3 =7- 4х. 

31) 32= 15 — 24. 32) 35 — 4 = 34. 

33) 16 + 25 = 4%. 34) 20 — 72=2% +2. 

35) 4 —3=9— 24. 36) БУ, =31, 

37) 1, -— 2х=1,— 35. 8) 0,3 + =] — 0,25. 


$9. В дву? кошельках вместе находится 76 рубл. деног; 
если из одного переложить в другой 10 р. то в обоих будет 
поровну. Сколько денег в каждом кошельке? 

40. Одвв из углов треугольника равен 72°, а из остальных 
двух один втрое болыме другого Как велики эти углы, если 
известно, что сумма трех углов треугольника составляет 1805. 


/ — 16 — 


| ГЛАВА 1. 
Свойства пёрвых четырех арифметических действий. 


1 
11 Стойства сложения. Г) Суина не неменяется от 
перемены порядка слагаемых. 
о "Так, сумма 743-2 равва 12, в каком бы порядке мы ви 
складывали слагаемые` 


+72 = 12, 2--7--3 = 12; р и. 


Это свойство сложения наз перемествтельным, Так 
как оно состоит в неизменяемости суммы от перемещения сла- 
гаемых. 

Обозначив какие бы то ни было слагаемые (целые или дроб- 
ные) буквам а. $, с... мы можем переместительное свойство вы- 
разить такими разенствами: 


ао с--..=Ф-е-аф.= ска ы-.... 


где ряд точек означает, что слагаемых может быть и более трех 
Равенства эти посредством букв и знаков действий выражают 
в сокращенном виде то словесное предложение, которое выше 
напечатано жирным прифтом, а нменно. сумма не изменяется от 
перемены порядка слагаемых. 

Заметим, что всякое равенство (иногда а неравенство), вы 
ражающее посредством букв и знаков действий какое-нибудь 
предложение, касающееся чисел, наз. формулой. 

В алгебре (и в других математических и физических науках) 
очень часто встречаются различные формулы. 

2} Сушыа нз изменится, еслв какие - либо слагаемые мы ва- 
нении их сумиою. 

Напр., сумма 12--3--7, равная 25, не изменится, если мы 
заменим второе и третье слагаемое их суммою: 


121- (8-4 7)=12410=22. 


В применении к трем слагаемым @, Ри с (буквы эти могут 
означать и дробные числа) это свойство может быть выра- 


жена тАЕ’ в е=в--6-о. 


д 369 


[+ ( | т т ". Х 
Свойство это наз. сочетат ещьны м, так\как ово состейт 
р ой. Гек 
в том, что сумма не изменяется от ЧАтаия _(соединения) кадр 
- хх — 43 7. 
ибо слагаемых в одно чиело. РА 
Еели формулу, выражающую сочетаяенее сзойстая 
чтем справа налеро, т-е. так (части равенства можно менять 


неетами }; а-- (6- с) =а- с, 


то можем высказать сочетательное свойство другими словами, а 
уменно, так: 
Чтобы прибавить к какому-нибудь числу (к а) 
-дсум му нескольких чисел (5 --с), достаточно приба- 
{4>вИТЬ к этому числу каждое слагаемое последсова- 
тельно одно за другим. 
— Полезно заметить еще следующее свойство сложения: 
Г 3) Еели какое-либо слагаемое увехичим (или уменьшим), то 
и сумиа увеличится (или уменьшитея) и притом на столько же. 
12. Свойства вычитания. 1) Если увеличим (или 
ушеньшим) уменьшаемое, то и разность увехичитея (или умень- 
шитея) и притом на столько же. 
®) Евли увеличим (или уменьшии) вычитаемое, то разность 
) уменьшится (или увеличится) и притом на столько же. 


\ 3) Если увеличим (или уменьшим) на одно и 10 же чиело 

‚ Уменьшаемое и вычитаемог, то разность ие изменится. 

Е 4) Чтобы вычесть из какого - нибудь числа еумму, доста- 
точно вычесть из этого числа последовательно каждое ехагаемое 
сдно за другим, 

Так 20-17-1523) 20-75-83 = 5, 

Вообще: а—(6-Нс-Ра) =а—6—с—а. 

5) Чтобы прибавить к какону-нибудь чиелу разность, до- 
етаточно прибавить к этому числу умевьшаеное и затем вычееть 
вычитаемое. 

Так: 8 (5—3) =8--5— 3. 

Вообще: а-{-(6—с) =а-Р 5 с. 

Действительно, если второе слагаемое мы увеличим на 6, 
т.-е. вместо 6—с возьмем $, то получим сумму а--В. Но от уве- 
личения слагаемого на с сумма увеличивается также на с. Зна- 
чит, искомая сумма должна быть меньше @--6 на с, т-е. ора 
будет а 6—с. 


5 Касалев Алгебрь ' 


э=5оЬ , 


мВ: = 


6) Чгобы вычесть из кавото - нибудь числа разность, доста- 
точно прибавить к этому числу вычитаемое и затем вычесть 
ушельнаемое. : 

Так: 4—(5—2)=4--2—5. 

Вообще: а-—(6—6)=а--с—5. 

Действительно, если мы увелячим уменьшаемое и вычи- 
гаемое на с, то разность не изменится, но тогда уменьшаемое 
будет а--с, а вычитаемое В; след. разность должна быкь а--с— 6. 

13. Свойства умножения. 1)_Переместительное 
свойство: произведение не изменяется ОТ. перемены порядка 
вомножителен. 

Так: 2.5.7 =5.7.2 =7.5.2 =... 

Вообще: абс = ас = фас = са == „= 

Это свойство разяеняетея в арифмегике сначала для целых 
чисел, потом и для дробных. 

2) бочетательное свойство: произведение че изменитев, 
води БОКИХ-ИНбО СОмнОжитехей мы заменим их произведен с 

Так, произведение 7.2.5 не изменится, если мы сомножи- 
телей 2 и 5 заменим их произведением, т.е. вместо того, чтобы 
вычислять это произведение в том порядке, в каком написаны 
сомножители: 7.2.5 = 14.5 =70, станем вычислять его в порлдке, 
указанном такими скобками: 7.(2.5) =1.10 =70. Действительно, 
произведение 7 92.5 означает, что Т повторяется слатаемым 
2 раза и полученная сумма повторяется затем слагаемым ее 
5 раз; значит, произведение можно записать так: 


ту-начту-вачт-ее-нонас+т 


Но вместо того, чтобы прибавлять сумму 7--7Т, мы можем 
прибавить 7 и затем еще в другой раз 7; значит, написанная 
нами сумма должна быть такая же, как и 


ТЕТЕ -ЕТ--ТЕТТ+Ъ 


т.е. она должна равняться 7 . 10. 
ЗВ применений к произведению трех сомяожителей сочета- 
тальное Свойство можно выразить такою формулой: 


ве — «(фс) 


ы=- 8 — 


3) Распроделительно 9 свойство: чтобы узножлть 
вунму (или разноеть) на какое-нибудь Число, достаточно умложихь 
На 910 чнело каждое слагаемое (или уменьшаемое и рычитаемое) 
ч полученные произведения сложить (или вычесть). 


у (7--2--5).8 = (7.8) -|-(2.8)-- (5.3) = 57165-40 = 112 
и (20—5),8 =(20.8)—(5.8)= 160—40 =120. 
Вообще: (а В--с)т = ат рт ст 


в 9 б)т=ат-— 


Это свойство наз. распределительным, так как дей- 
ствие умножения, производимое над суммой или разностью, рас- 
пределяетея на каждое данное число в отдельности. 

Распределительное свойство можно наглядно выразить гео- 
метрически так. 

Возьмем 4 отрезка, прямой: один в а едиииц длины, другой 
в 6, третий вси четвертый в % таких же единиц длины, Затен 
построим прямоугольники; один © основанием, 


м т м7 м „= 
За $ рдиН, 


ей 


ры 


перзый прямоугольник есть сумма трех прямоугольников с пло- 
шадями сии, Ми и ст, а второй прямоугольник составляет раз- 
ность двух прямоугольников с площадями @т и фи; след: 


(ар ь-Рот=ат-Е9т--ст и (а—ВБт=ат— 


Из сочеталельного свойства можно вывести, Бак следствие, 
еще следующие два свойства, которые полезно заметить: 

4) Чтобы умножить какое-нибудь число на произведение, 
достаточно умкожЕть это чиело на первого соиножителя, полу- 
чекное прензведение унножить на второго сомножителя, затем 
на третьего и т. д. 

Тах, вместо того, чтобы умножить 7 на произведение 2.5 
(т.-е. на 10}, мы можем умножить 7 на 2 (получим 14) и полу- 
ченное число умножить на 5 (получим 70). 

Вообще: а(5са) = вфса, 
так как оба произведения абсй и а(бса), согласно сочеталельному 
свойству умножения, должны быть одинаковы. 

5) Чтобы умножить произведение на какоз-нибудь чисхо, 
ростаточно увножить на это ч=ел0 только одного какого-нибудь 
сомножителя, оставив других без изменевия. 

Напр. чтобы умножить произведение 5.3 (те. 15), ва 4, 
ны можем умножить ва 4 либо 5, либо 3. В первом случае по- 
лучим 20.3 =60 и во втором случае 5.12 =60. 

Вообще: (абе)т = (атс = а(фт)с = ав (ст), 
тяк как каждое из этих произведений, согласно сочетательному 
свойству умножения, равно одному и тому же произведению. 

14. Свойства деления. 1) Чтобы разделить каков-ня- 
будь чиело на прокзведение, достаточно разлелить это чиело на 
нервого сомножителя, полученкое частное разделить на второго” 
зомножителя, затем на третьего п т. д. 

Напр. чтобы разделить 120 на произведение 2.3.5 (те. 
на 30), достаточно разделить 120 на 2 (ползучим 60}, полученное 
число разделить на $ (получим 20), и этот результат разделить 
ва 5 (получим 4}. 


Вообще: а: (са) =[(а: 0) :с]:4.. 


и — 


8) Чтобы разделить произведение на кахое-нябуль чело, 
пастаточно разделить на это чнело только какого-нибудь одного 
из вонножителей, оставив других без изменения. 

Таз: (10.8): 2=(10: 2).8 = 10.(8 : 2)=40. 

Вообще: (абс) : т = (а: т) 6е=а (6: т) с=а6 (с: т). 

15. Ириненения свойств действий. 


1. Цля преобразования алгебраических выражений. 


Приведем несколько примеров: 

1) а--6-Еа-- 2-5 а 8. Пользуясь сочетательным свой- 
ством сложения, сгруппируем слагаемые так: (а--а-На)--(&--5)-- 
-[ (2-8). Эту сумму короче можно написаль так (а.3)-|-(6.2)-- 10, 
что, пользуясь переместительным свойством умножения, можно 
переписать так: 3а-|- 26-- 16. 

2) «|| (6-а). Чтобы к числу а прибавить сумму (6-Ра), 
достаточно к а прибавить $ и затем еще а; получим а Ь-а. 
Сгруппируем слагаемые так: (а--а)-Е В. Эту сумму можно напи- 
сать короче: а.2--Ь и еще короче: 2а--6. 

3) а. (Зхха). Чтобы умножить чиело а ва произведение 
зтха, достаточно а умножить ва 3, полученный результат умно- 
жить на 1 и т. д. Получим азлха. Пользуясь сочетательным 
свойством умножения, сгруппируем сомножителей так: 3 (ва) (22). 
Это произведение можно короче написать: За’. 


1 
4) (ег ) 10. Чтобы умножить произведение на 10, доста- 


точно умножить ва 10 одного какого-нибудь сомножителя. Умно- 
жим '/, на 10; тогда получим 205. 

5) т|-(а—т). Чтобы к т прибавить разность а—т, до- 
статочно к % прибавить уменьшаемое а и затем отнять вычи- 
таемое 7; получим: т--а—т. Переставив в сумме т--а ела- 
гаемые, найдем а -- %— т. Но прибавление 2 и вычитание м: 
взаимно уничтожаются; значит, окончательный результат будет а. 

6) р (4—2). Чтобы вычесть из ф разность 4— р, доста- 
точно приложить к р вычитаемое р и затем отнать уменьшаемсе 
4; получим: р р—9=2—14. 

7) «а =--1).3. Соглаено распределительному свойству 
умножения, ‘получим: (а.3) -- (2.3) - (1.3), что можно нанн- 
вать так: Зв | зя 3. 


В =. 


Заь 
8) 9 Чтобы разделить мроизведение 9 на 3, достаточно 


разделить ва 3 одного сомножителя 9; разделив, получим За. 


П. Для раз‘яснения некоторых свойств чисел. 


Положим кля примера, что требуется раз‘яснить следующее 
свойство трехзначного числа; если к какому угодно трехзначному 
эжолу припишем справа то же самое трехзначное чиело, то по- 
хеченное таким образом б-значное число делится без остатка и 
на 7, и на 11, и на 13. Возьмем, напр. число 756; прниисав 
в нему с правой стороны 756, получим 756756. Чиело это де- 
зится на 7, на 11 и на 13: 


756756 :7= 108108; 756756: 11=68796; 756756 :18 = 58212 


Чтобы обяснить, почему это так, обозначим взятое трех- 
значное число буквой а. Приписаль к этому числу © правой 
стороны такое же число, это все равно, что умножить @ на 1000 
{т.-е. приписать к @ три нуля) и затем прибавить к полученному 
произведению число а. Таким образом, 6-тизвачное чиело, позу- 
ченное указанным путем, должно быть равно сумме 4. 1000 -- а, 
что, очевидно, составляет а.1001. Чтобы разделить это пронзве- 
дение на 7, или на 11, или на 13, достаточно, как мы внаем, 
разделить на эти числа только одного сомножителя 1001. Но 
число 1001 как раз равно произведению 7.11.13; значит, оно 
делится н на 7, и на 11, и на 13. Поэтому и наше б-тнзназ- 
ное число разделитея и на, 7, и на 11, и на 13. 


И. Для режения уравнений. 


Возьмем то уравнение, которое мы раньше составили для 
решения задачи о двузначиом числе ($ 10а}; 


102 (11 — 2) — [1001 —®)--=|=45. 


Ознакомившись ©0 свойствами действий, мы теперь легко 
можем упростить и решить 970 уравнение. Сначала упростим 
сумну 10% -- (11 — 2). Чтобы к какому-нибудь чиелу (у нае к 105) 
прибазить разность (11 —2)}, достаточно к этому числу пуиба- 
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вить уменьшаемое (11) и затем вычесть вычитаемое (=). Значит 
сумма 10%--(11—=) равна 105--11—, что, переместив сла- 
гаемые, можно написать так: 11-10% — =. Но, очевидно, что к 
11 прибавуть 105 и затем отнять один х, это все равно, что к 
11 прибавить только 9х. Значат, выражение 105 --(11— 5) тож- 
дественно более простому выражению 11-- 95. Теперь упростим 
выражение, стоящее внутри ломаных скобок. Чтобы умножить 
10 ка 11—х (или, наоборот, 11—х на 10), достаточно (согласно 
распределительному свойству умножения) умножить 10 на 11, 
потом 10 нах и из первого произведения вычесть второе. Значит: 


10(11 —#) | = 10.11 — 105 х=110—105 | 2==110 — 94. 
Теперь уравнение будет следующее: 


11 9х 


(110 — 92) =45. 


Чтобы вычесть разность 110 — 95, достаточно прибавить вычи- 
таемое 95 и отиять уменьшаемое 110; значит, уравнение можно 


нредставить так: 
11-Е 9% -- 95 — 110 =45, 


или 9% -|- 9х |- 11 — 110= 45. 


Но 9%-|- 9%5=18х, а прибавление 11-ти в. вычитанне затем 110 
равносильно вычитанию 99; значит, уравнение принимает такей 
унрощенный вид: 

18< — 99 =45. 


Ириложим к обенм частям этого уравнения по 99: 


18% —99-+ 99 =45 {| 99, т-е. 182 = 144 


Наконец, разделим обе части уравнения ча 18: 


187:18 = 144:18 


т.-в $=8. 


Мы нашли таким образом чиело десятков искомого дву- 
значиого числа; чиело его простых единиц должно быть 11 —8=5 
и, елед, само число будет 83. И, действительно, сумма его цифр 
равна 11 и 83 — 38 =45. 

Мы решили наше уравнение, пользуясь свойствами ариф- 
метических действий, указанными нами ранее. Так можно ч9- 
ступить во многих случаях, но не всегда: уравнение иногда 
может оказаться такого вида, что для его репениз знания 
только указанных свойств действий недосталочно. Таково, наш»., 
уравнение: 

4 + 1 32 —10 м. 
2+3 РГ 


упростить и решить которое мы сейчас не можем. Для решенвя 
уравнений вообще кам нужно предварительно ознажомиться с раз- 
личными приемами преобразования одних алгебраических 
выражений в тождественные им другие, к чему мы вскоре в 
перейдем. 

16. Коэффициент. В предыдущих примерах уравнений 
нам приходилось веоднокрално замечать, что вместо, напр., пройз- 
ведения 2.5 можно, основываясь на переместительном свойстЕе 
умножения, писать 52. Вообще, если в произведении есть со- 
множитель, выраженный цифрами, то его принято писать вие- 
реди буквенных сомножителей. Напр. произведения @6.3, ах 21, 
пишут так: 396, °/,@2. 

Выраженный цифрами сомножитель, поставленный впереди 
буквенных сомножителей, наз. коэффициентом произведения. 
Так, в произведении °/@х число |, есть коэффициент произве- 
дения. 

Надо заметить, что если коэффициент есть целое чиело, то 
он означает, сколько раз повторяется слагаемым то буквенное 
выражение, впереди которого он стоит. Так, За5 = (а5).3 =а6 -- 
- 6 -| а6. Еели же коэффициент есть дробь, то он означает, 
какая дробь берется от буквенного выражения, к которому коэф- 
фициевт относится. Так, ?/а2-=022/» & умножить @2 на *|», зна- 
чит, взять “/‚ от чиела ал. 


ея 


Упражнения. 
88 15—16. 


41. Упростийть следующие выражения (обяскяв, кавями 
свойствами действий приходится пользоваться в каждом примере}: 


1) 9-6 аа; 2) (15% :а 


3) (15976) : (а); 4) #— (7— м); 
5) #-- (&-- 1); 6) (#-- 3). 5; 
7) а(а5); 3) а-+ (а-+- 5) — $— а); 
9) 1(и туз); 10) (ли: 3: 
11) Бавабфлиаясх; 12) «+ (&—<); 
13) (1097\) : 2; 14) (З57у). (3х); 
15) п_(т—*}; 19 7е-у+4@+у 


17) 4(& +3) +5(%— 2). 


Решить уравнения: 


42. 29 - 2х=3(#— 7); 
дарит, 
44. 2 (254-71) 5(#— 2\=2 (35 + 5}; 


45. 2 (22— 3,4) 3 (2% 15) =0, 


3 


46. Сумма двух чисел составляет 2588; найти эти числ&, 
если одно из них меньше другого на 148. 

47. Разделить 1800 на такие две части, чтобы меньшая 
составляла °// большей. 

48. Я задумал чиело, затем умножил его на 7, прибавна 
к произведению 3, разделил полученную сумму на 2 и от част- 
ного отнял 4; тогда у меня осталось 15. Какое чиело я задумал? 

49. В городе в настоящее время считается 82400 человек 
жителей. Сколько жителей было в этом городе год тому навад, 
если за этот год население увеличилось на 8°/? 


50. Летит стадо гусей, а вавстречу ему еще один гусь 
Этот тусь спрашивает: „Сколько вас всех?“ Ему отвечают: 
„если бы нас было столько, да еше столько, да еще полетолько, 
да еще четверть столько, да ты © нами, губь, тогда нае было бы 
ревно 100 гусей“. Сколько в стае гусей? 

51. Два поезда выходят одновремеико навстречу друг другу, 
один из города .4, другой из города В. На каком расстояния 
от города А эти поезда ветретятея, если первый поезд каждый 
«ае проходит по 653 версты, & второй но 35 вер. и ебли рае- 
стояние между городами А и В равно 140 веретам? 

52. Из города А отбыл полк солдат к городу В, отетоя- 
ему от А на 845 верст; через три дня после его отправления 
к городу А иаправилея из В другой полк навстречу первому. 
Через сколько дней по отправлении первого полка они встре- 
затея, если первый полк ежедневно проходит по 35 верст, а 
второй по 45 верст? 

53. Бочка е вином имеет 3 различных крана; если открыть 
только один первый кран, то вся бочка опорожитея в 2 часа; 
вели открыть только один второй кран, то бочка опорожитея 
в 8 часа; через один 3-Й кран все вино вытекло бы в 4 чаеа. 
Во сколько времени опорожится вея бочка, если отЕрыть все 
три крана одновременно? 

54. Имеются два сосуда: один наполнен вином, другой водой, 
об'ем первого 5 ведер, обем второго 3 ведра. Из первого сосуда 
отливают некоторое количество вина и Столько же отлива 
вехы из второго сосуда. Отлитое вино переливают в сосуд 
е водой, и отлитую воду——в сосуд с`вином, после чего получают 
смесь одинакового достоинства. Сколько ведер было отлито из 
каждого сосуда? 


ГЛАВА 1. 


Краткие исторические сведения об алгебраическом знако- 
положении. 


17. В превкие времеиа математики (главным образом гре- 
ческие, индусские и арабекие) очень мало пользовались мале- 
матическими знаками (символами) для обозначения действий над 
чыехаыв. Математические предложения выражались большею ча- 
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стью словами н писались восредствов тех же письменных знаков, 
которые служили для выражения речи вообще. Около 11|, тысяче 
лет по Р. Х. стали появляться особые знаки действий и отно- 
шений. Раньше других были введены знаки -Н и —, появившиеся 
звервые в рукониси великого итальянского живопиепа и архи- 
тектора Леонардо-да-Винчи, а затем и в печатной ариф- 
метике немецкого математика Ви хмана (в 1459 г.). ЗнаЕ 
умножения (Х) был введен (в 1631 г.) английским математиком 
Оутрехтом. Он же употреблял и двойные знаки - н ее. 

Для обозначения равенства введен был (в 1557 г.) англий- 
стим алгебраистом Рекордом знак = „ибо, как писал он, ни- 
кёкие два предмета не могут бызь более равными, чем две па- 
ралзельные линви одинаковой длины“. Другой английский мате- 
уатик Херриот ввел виаки >> и < (в 1631 г.) и точку, как 
знак умножения. 

Знаменитын немецким математнком Л ейбницем (в 1694 г.) 
впервые вводен знак (:) для обозначения деления, которое раньше 
его обозначалось чертою. - 

Скобки (), [| и {} встречаются впервые в трудах фламанд- 
ского малематика Жирара (в 1629 г.). Величайший француз- 
ский математик ХУП столетия Франциск Вьета вместо 
скобок употреблял черту, которую он ставил над выражением, 
рассматриваемым, как одно целое. Он же стал употреблять буквы 
для обозначения чисел (впервые буквы появились в работах не- 
чециого монаха Иеронима Неморариуса в ХПЕ стол.), 

Знаменитый французевий философ и матемалик Рене Де- 
карт в ХУП столетии ввел в употребление для обозначения не- 
известных чисел последние буквы алфавита и для обозначения 
данных чисел первые буквы алфавита. 

К началу ХУПШ века алтебраическое знакоположение до- 
стигяо своего полного развития и е тех пор почти не изме- 
инлось (лишь © развитием науки добавлены были некоторые новые 
обозначения). 

Слово „алгебра“ в первый раз встречается в сочинении 
арабского астронома Мухамнеда Альхуаризми (жившего 
в [Х веке по Р. Хр.). Сочинение его было озаглавлено „А. льд- 
жебр-уальмукабала“, что обозначает: „восстановление я про- 
тивопозожение". Под „восстановленнем“  разунелось уничто- 
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жение в уравнениях членов, перед которыми етоит знак —, 
посредством прибавления к обеим частям уравнения одното я 
того же числа, равного вычитаемому члену; а нод „протяноно- 
ложением“ разумелось уничтожение членов, перед которыми стоит 
знак -|--, посредетвом отвимания от обенх частей уравнения одного и 
хого же числа, равного уничтожаемому члену (прием этот мы уже 
употребляли, напр., при решении уравнения на стр. 13 этой ккигя). 

Приведем некоторые примеры обозначений у прежних мате- 
маликов: 

(У Альхуаризми) „квадрат и десять корней его равкы трид- 
пати девяти“; по нашему обозначению это означает уравненые: 


42-4 105=39. 
(У Вьета) „1С — 8©9 - 16М аеци. 40“ 
по нашему это будет уравнение: 2^ — 87 -- 165 = 40, 


так как у Вьета С означает куб, @ квадрат, М№ неизвестное 
число и аеди. есть сокращение латинского слова аедиайз, что 
значит „равно“. 


(У Декарта): 2 -- р -Н 9 о 0; 


здесь знак со обозначает „равно“. 


ГЛАВА \. 
Положительные и отрицательные числа. 


1. Понятие о величинах, которые можно понимать 
в двух прохивоположных смыслах. 


18. Предварительное замечание. В начале арифме- 
тикн число рассмалривается только целое; тогда оно предетав- 
ляет собою еобрание единиц. Для целых чисел два обратные 
действия— вычитание и деление не всегда возможны, а именно: 
вычитание невозможно, когда, из меньшего числа вычитается ббльшее, 
а деление невозможно, когда меньшее число делится на ббльшее. 
Перейдя затем в арифметике к другому понятию о числе, ках о 
результате измерения величин, мы расширизи область 
чисел, введя дробные числа. При этом оказалось, что деление 
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едезалось возможным во всех случаях (напр., частное 3: {= 
Однако, вычитание и для дробных чисел осталось невозможным 
в том случае, когда вычитаемое больше уменьшаемого. 

Переходя теперь от арифметики к алгобре, мы эще более 
растирим понятие о чиеле, ввеля так называемые относи- 
тельные числа. Мы увидим при этом, что действие вычитания 
с этим новым расширением понятия о числе сделается возможным 
во всех случаях. 

Что такое относительные числа и для чего они служат, мы 
узидим из следующих примерных задач. 

19. Задача 1. Когда курьерский поезд Октябрьской же- 
пезной дороги (соединяющей Москву с Петроградом) находился 
на расстоянии 100 верст от станции Бологое (эта, станция лежит 
приблизительно посредине между Москвой и Петроградом), тогда 
пассажирекий поезд этой дороги был на расстоянии 50 верет 
от Бологого. На каком расстоянии ваходились тогда эти два 
поезда друг от друга? 

В таком виде задача эта представляетея не вполне опре- 
деленной: в ней не сказано, находились ли поезда по одну сто- 
рону от Бологого, например, в сторону по направлению к Пет- 
рограду, или же они были по разным сторонам от Бологого. 
Если первое, то расстояние между поездами было, очевидно, 
100 —50, т.-е. 50 верет, и если второе, то это расстояние было 
100 -|- 50, т.-е. 150 верет. Значит, для того, чтобы эта задача 
была определенною, недостаточно задать величину расстояния 
поездов ог Бологого, но еще нужно указать в каком направления 
эти расстояния надо считать от Бологого. 

Мы имеем здесь пример величины, в которой, кроме ее 
размера, можно рассматривать еще направхение; это — рас- 
стояние, считаемое по какой-нибудь линии (напр., по железной 
дороге) от определенного на ней места (напр., от станции Бо- 
логое). Расстояние это можно считать и в одном направлении 
(напр., к Москве), и в другом, противоположном (иапр., к Петро- 
граду). Обыкновенные (арифметические) числа недостаточны для 
выражения и размера, и направления расстояний. Уеловинся в 
подобных случаях поступать так. 

Назовем какое-нибудь одно из двух направлений Октябрь- 
екой хороги (напр.. яаправленые ог Петрограда к ВТоекно} вохо 
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жительным, а противоположное направление (от Москвы к Пет- 
рограду) отрицательным; сообразно этому расстояния, считаемые 
в положительном направлении, будем называть похожитель- 
ными расстояниями, а расстояния, считаемые в отрицатель- 
ном направлении, будем называль отрицательными. Первые будем 
зыражать числами 60 знаком = (али вовее без знака), а 
вторые — числами ©0 знаком — Так, если поезд находится в 
месте, отстоящем на 100 верет от Пологого по направлению к 
Москве, то мы будем говорить, что его расстояние от Бологого 
равно -|-- 100 верст (или просто 100 вер.); если же поезд нахо- 
дитея, положим, на 50 вер. от Кологого по направлению к Нет- 
рограду, то мы скажем, что его расстояние от Бологого равно 
— 50 вер. Здесь знаки - ня —, конечно, не означают дей- 
ствий сложения и вычитания, & только служат условно для 060- 
значения направлений. 

Выразим теперь нашту задачу так: когда курьерский поезд 
Николаевской железной дороги находился от Бологого на рае- 
стоянии - 100 вер. (или просто 100 вер.), тогда пассажирский 


т = 
НЕ Е. __ Аеск, 
Фес. о а" «ур. 


Черт. 2. 


поезд этой пороги был от Кологого на расстоянии — 50 вер. 
Как велико было тогда расстояние между этими поездами? Теперь 
задача выражена вполне точно, и ответ на нее получается опре- 
деленный (см. черт. 2, на котором стрелка указывает положи- 
тельное направление дороги): поезда находились на расстоянии 
100 -[ 50, т.-е. 150 верст. 

задача 2. Термометр в полночь показывал 2 градуса, а 
в полдень 5 градусов. На сколько градусов изменилась темпе- 
ратура от полуночи до полудня? 

И в этой задаче условия выражены недостаточно полно; 
надо еще указать, 2 градуса тепла или 2 градуса холода пока- 
зывал термометр в полночь, т-е. вершина ртутного столбика в 
термометре была в полночь на ? деления выиле, или и® 2 ке- 


о 


ления ниже той черты, на которой стоит 0°; подобные же уга- 
зания должны быть сделаны и относительно температуры в нэа- 
день. Если и в полночь, и в поддень термометр указывал тепло, 
то температура за этот промежуток времени повысилась от 2 до 
5 градусов, значит, изменилась на 3 градуса; если же в полиечь 
термометр указывал 2 градуеа холода (ниже 0°), а в полдень 5 
традусов тепла (выше 0°), то температура повысилась на 2 -{ 5, 
т-е. на 7 градусов. Могло случиться и так, что в полночь тем- 
пература была 2° холода и в полдень 5Б° тоже холода (тогла 
температура не повысилась, а понизилась на 3 градуса), пля 
так. что в полночь температура была 2° тепла, а в полдень 
5° холода (тогда температура понизилась на 7 градусов). 

В этой задаче тоже речь идет о величине, имеющей ка- 
правление: чиело градусов температуры можно отечитываль ввеэх 
от нулевой черты термометра и вниз от нее. Принято темпега- 
туру выше 0° (тепло) считаль положительной и обозначаль чиелоы 
градусов ©0 знаком -|-, & температуру ниже 0° (холод) счнталь 
отрицательной и обозначать чиелом градусов со знаком — 
(ие будет недоразумения, если первое число браль совсем б2з 
знака), Напр., если говорят, что термометр на воздухе пока- 
зызает — 2°, а в комнате -- 12° (или просто 125), то вы 
понимаем, что в первом случае вершина ртутного столбика стоит 
ниже 0° на.2 деления, а во втором случае выше 0° на 12 деления. 

Выразим -теперь налу задачу, примерно, так: термометр в 
полночь ипоказывал — 2°, а в полдень -|- 5°. На сколько гра- 
дусов изменилась температура от полуночи до полудня? В такем 
виде задача получает вполне определенный ответ: температур» 
повысилась на 2 -|- 5, т.-е. на 7 градусов. 

20. Другие величины, которые можно понимать 
в двух противоположных смыелах. Кроме величин, ука- 
занных в этих двух задачах, многие другие также имеют „на- 
правление“, т.е. они могут быть расематриваемы в двух протн- 
воположных смыслах. Таковы, например: 


доход в противоположном сыыеле будет расход; 
выигрыш ы = ь„ проигрыш; 
прибыль : ь ‚ Убыток; 
кчущество р ь . Долг ит. и. 


= Вы 


Если доход, выигрыш, прибыль, имущество. условимея 
считаль величинами положительными и выражать их числами со 
знаком -- (или без знака), то расход, проигрыт, убыток, долг... 
надо считать соответственно величинами ого же рода, но отри- 
хахельными и выражать их числами со знаком — тогда можно 
товорить, что расход есть отринательный доход, проигрыш еС1Ъ 
отрицательный выигрыш и т Л. Ной таком соглашении 00- 
нятны будут, напр., следующие словесные выражения: жилищное 
товарищество получило доходу с квартир: в январе -[- 200 руб.. 
в феврале-|- 150 руб., в марте — 50 руб. (значит, в марте расходы 
превысили доход на 50 руб.); или такие: у старшего брата 
имущества было на-|- 50000 руб., у среднего на + 30000 руб., 
у младитего на— 5000 руб. (значит, у младшего брата не было 
совсем имущества, а был долг в 5000 руб.). 

` Должно, однако, заметить, что н& ряду с указанными вели- 
чинами существует очень много других, в которых нельзя указать 
„направления“; нашр. нельзя понимать в двух противоноложных 
смыелах такие величины, как, об'ем, площадь, весе и многие другие. 

51. Относительные чиела. Числа, рассматриваемые в 
зрифметике, служат для выражения таких величин, которые не 
вмеют „направления“, или которых каправление не расематри- 
вается (когда, напр, интересуются знать только размер какого- 
нибудь расстояния, & не направления, по которому его надо счи- 
таль). Числа же, рассматриваемые в алгебре, служат и для выра- 
жения зеличин, имеющих „направление“, когда, помимо размера 
величины, хотят еще указать и ©6 направление. Для этого ве- 
хичину, понимаемую в каком-нибудь одном смысле, выражают Чи 
слом с предшедствующим ему знаком --, а ту же величину, по- 
нимаемую в противоположном емысле, выражают числом © пред- 
шествующим ему знаком —. 

Число © предшествующим ему знаком -- (который, впро- 
чем, может быть и опускаем) наз. позожительным; число © 
предшествующим ему знаком — наз. отрицательным. Так, 


1 5 : 
= {- 0,3 положительные числа, & — 8, —, — 5,25 


отрицательные числа. К, числам присоединяют @16 0 (нуль), не 
относя его ни к положительным, ни к отрицательным. Выражение 
0, —0 и просто 0 считают раввосильными. 


ет. 


Числа положительные, отрицательные и нуль мы будем на- 
зывать огносительными числами в отличие от чисел обык- 
новенны.х (или арифметических), которые не имеют перед 
собой никакого знака. 

Абсолютною величиною относительного числа назье 
вается это чиело, взятое без знака; так, абсолютная величина, 
числа — 10 есть 10, абеолютная величина числа --5 есть 5; 
абсолютная величина нуля есть 0. 

Два относительных чиела считаются равными, еели у них 
одинаковы абсолютные величины и знаки; в противном елучае 
числа ечиталотся неравными. 

Должно помнить, что знаки -- и —, входящие в обозна- 
чение относительных чисел, не представляют ©обою знаков ©ло- 
жения и вычитания, а служат лишь знаками для указания „на- 
правления“ измеряемых величин. Чтобы не могло произойти еме- 
шения этих знаков ©0 знаками сложения и вычитания, относи- 
тельное число вместе с его знаком заключают в скобки, напр. 
пишут так: (-- 7) -- (—3); в таком изображении знаки, стоящие 
внутри скобок, суть знаки относительных чисел, а знак -|-, стоящий 
между скобками, есть знак сложения. 

Положительные числа можно писать и без знака -|р; в 
таком случае они не будут отличаться от чисел арифметических. 

22. Изображение чисел помощью отрезков пря- 
УОЙ. Для ясного понимания относительных чисел полезно, го- 
воря о таких числах, всегда представлять себе в уме какие- 


Черт. 3. 


"нибудь из тех величин, для измерения которых служат эти числа. 
Веего проще для этой цели брать отрезки прямой линии, если 
условимея, помимо длины этих отрезков, принималь во внимание 
еще и их направление. 

Отрезком прямой (черт. 3) наз. часть какой-нибудь прямой 
линии, ограниченная © обеих сторон, напр. © одной стороны 
точкою .4, © другой точкою В. В езждом отрезке мы условимся 
различать: во 1-ых, длину его (которая, конечно, может быть 
больше или меньше), во 2-х, направление, которое для данного 
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отрезка может быть двоякое. Напр. во взятом нами отрезке можно 
различаль направление или от точки А к точке В (слева на- 
прз80), или наоборот, от ВкА (справа налево). Если мы рае- 
сматриваем взятый отрезок в напра- 
влении от А к В, 10 точку А мы 
будем называль началом отрезка, а 
точку В его концом. 
Черт. 4. На чертеже направление, на 
которое хотят обралить внимание, 
нногяа изображается стрелкой (черт. 4), поставленной вблизи 
отрезка, или на нем самом, на конце его. 

Отрезки прямой, в котерых, помимо их длины, мы обращаем 
внимание на, нанравление, мы будем называть напр авленными 
отрезками. 

Такими отрезками мы наглядио можем выражать относитель- 
ные числа следующим образом. Возьмем какую-нибудь прямую 
(черт. 5) и условимся, какое из Двух направлений этой прямой 
считаль положительным. Примем, напр. направление слева на- 
право (указанное стрелкою) за положительное; тогда противопо- 


У———_—|`_ 
сир 6 
С А №: 
нее ыы 
4 -5 =? -1 © +41 +2 +3 +4 +5+54 
Черт. 5. 


ложное направление-—справа налево—мМы будем считаль отрица- 
тельным. Далее примем какую-нибудь длину аф (изображенную 
на чертеже) за единицу длины. Пусть теперь дано какое-нибудь 
положительное чиело, напр. -- 54. Возьмем на нашей прямой 
произвольную точку А и отложим вправо от нее 5,4 единицы 
длины, равных а. Тогда получим отрезок АВ, длина которого 
разна 5,4 единицам и направление положительное. Этот отрезов 
и выразит нам наглядно чиело - 5,4. 

Возьмем теперь какое-нибудь отрицательное число, вапр.—4. 
Чтобы изобразить его наглядно, отложим от той же точки А влево 
4 елиницы длины. "Тогда получим отрезок АС, которого длина 
равна 4 единицам, & направление отрицательное; значит, этот 
отрезок выражает чиело—4. 


Е 


Очевидно, что таким путем всякое алгебраическое число мы 
ножем выразить (ва самом деле или только мысленно} направлен- 
ным отрезком. Я 

Можно предетавить себе, что °все относительные числа вы- 
ражены направленными отрезками, отложенными на одной и 
той же прямой от одной и той же её точки А, принятой за на- 
чало отрезков. Тогда на той части прямой, которая расположена 
направо от 4, изобразитея ряд положительных чисел: -НЬ +2, 
-- 3.., а на части прямой, расположенной влево от А, изобразятея 
отрицательные числа: —1, —2, — 8.. Прямую эту надо пред- 
ставлять себе бесконечною в обе стороны (хотя на чертеже по не- 
обходимости приходится ограничивать ее и справа, и слева). Чиело 
нуль выражается на этой прямой не отрезком, а олною точкою „А. 

"Так как направление отрезков, выражающих числа, со знаком-|-, 
противоположие направлению отрезков, выражающих чиела со 
знаком —, то и самые эти знаки принято называль противо- 


1 
положными знаками. Всякие два числа, как Зи — 3, — 


1 
и —; ит. п. у которых знаки противоположны, а абеолютные 


величины одинаковы, мы будем называль противоположными 
числами. 

Если два направленных отрезка АВ и СР (черт. 6) имеют 
Фдинаковую длину и одно и то же направление, то они считаются 
равными (подразумевается: по величине и по направлению). Если 
такие отрезки измерены одной и тою же единицею длины, То, 
ЕОЕСЧНо, в результате получаются равные относительные числа. 


ААА 


Черт. 6. 


23. Сложение паправленных отрезков. Чтобы сло- 
Жить два направленные отрезка, поступим так; на какой-нибудь 
прямой от произвольной ее точки отложим сначала, отрезок, рах- 
ный первому слагаемому отрезку; затем от конца отложенного 
отрезка отложим на той же прямой другой отрезок, равный вто- 
рому слагаемому отрезку; тогда отрезок, у которого начало есть 
начало первого отложенного отрезка, & конец — конец второго 
отложенного отрезка, принимается за сумму этих двух отрезков. 


8* 
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Приложим это определение суммы к следующим 4-м частным 
случаям. . 

1°. Пусть требуется найти сумму двух положительных отрез- 
ков РО и В5 (черт. 7). Для этого возьмем произвольную точку А 
за какой-нибудь прямой и на ней отложим отрезок АБ, равный 


р- 


Черт. 7. 


РО; затем от конца В этого отрезка отложим на той же прямой 
отрезок ВС, равный В5. Полученный после этого отрезок АС 
эеть сумма отрезков АВи ВО и, след, сумма равных им отрез- 
ков РО и 85. 

Очевидно, что сумма положительных отрезков есть также 
положительный отрезок. 

2°. Пусть требуется найти сумму РО-+- В$5 двух отрицатель- 
ных отрезков (черт. 8). Построение будет такое зе, как и в пер- 
вом случае, е тою разницей, что отрезки теперь должны откла- 
дывалься в отрицательном направлении. Очевидно, Что сумма 
отрицательных отрезков представляет собою также отрицательный 
отрезок. 


ев, В Ь 


очи "ити 
С В А. 


Черт. 8. 


3° Найдем сумму отрезков РОи ЕВ (черт. 9), из которых 
червый (РО) положительный, а второй (25) отрицательный. 
Отложим от точки А вправо позожительный отрезок АВ=РФ и 
затем от точки ВБ отложим влево отрицалельный отрезок ВС= 8. 
Получившийся отрезок АС есть сумма АВ-- ВС и, след, сумма 
РО ВБ. Эта сумма у нас оказалась положительной благодаря 
тому, что длина положительного отрезка более длины отрицатель- 


ного; если бы первая длина была меньше второй, то сумма, оче- 
видно, оказалась бы отридательной. 

4°. Пусть, наконец, даны отрезки РО и АВ (черт. 10), ив 
которых первый отрицательный, & второй положительный. Пост- 


Р+РАО 5 ЕЬ 


=————— 
Е вы: ке 
А № А 
—> 
Черт. 9. 


роив АВ =РО и БС = 85, получим сумму АС. Эта сумма ока- 
залаеь у нас отрицательной, благодаря тому, что длина отрица- 
тельного отрезка больше длины положительного; еели бы первая 
длина была меньше второй, то сумма, очевидно, оказалась бы 
положительной. 

Заметим, что еели бы в случае 53° или в случае 45° длина 
положительного отрезка была равна длине отрицательного, то 
точка С’ совпала бы е точкой А, и тогда сумма обратилась бы в 0. 


о В 
аеек® 
ее к = ее 
В о ое -"А 
Черт. 10. 


Умея находить сумму двух направленных отрезков, мы легко 
можем получить сумму 3-х, 4-х и более отрезков; для этого надо 
сначала найти сумму первых двух слагаемых, затем сумму этой 
суммы и третьего слагаемого отрезка, далее сумму последней суммы 
и четвертого отрезка и т. д. 

Сумма отрезков обладает переместительным свойетвом, 
т.-е. она не изменяется от перемены порядка, слагаемых. Предлагаем 
самим учатимся убедиться в этом, перемеетив слагаемые отрезкя 
в указанных выше 4 случаях нахождения суммы двух отрезнов. 


ООВ = 


Сумна направленных отрезков обладает также и сочета- 
тельным свойством, те. она не изменится, если какие-нибудь 
слагаемые отрезки мы заменим их суммою. 

24. Замечание. Подобно указанному сложению направлен- 
ных отрезков можно складываль также и другие ‚направленные 
величины, напр., прибыль и убыток, доход и расход, выигрыш и 
проигрыш и т. п. Существенная особенноеть такого сложения 
состоит в том, что две противоположно направленные 
величины, имеющие одинаковый абсолютный раз- 
мер, при сложении взаимно уничтожаются (дают 
в сумме нуль); напр., 5 рублей прибыли уничтожаются 5-ю рублями 
убытку, 10 рублей выигрыша уничтожаются 10-ю рублями проиг- 
кина и т. п. 


? Сложение относительных чисел. 


25. Определение. Суммою относительных чисел называетея 
такое число, которое выражает сумиу направленных величин, вЫ- 
раженных данными числани. 

Напр., сумма: (-- 8) -- (— 5) -- (— 2) есть число, выражаю- 
щое сумму трех иаправленных отрезков, из которых один изме- 
ряетея числом --8, другой чиелом — 5 и третий числом —2 
(предполагается, конечно, что все измерения сделаны при помощи 
одной и той же единицы). 

Действие, посредством которого находится сумма нескольких 
чисел, наз. сложением. 

96. Сложение двух чисел. Правило 1-е. Чхобы сло- 
жить два числа одинаковых знаков, доетаточно сложить их абео- 
зютные величины и перед вуммою поставить тот знак, какой 
ниеют слагаемые. 


Так: (ЕЭ-С5)=- 8; (-Э+(—5=—8. 


Действительно, сумма двух отрезков прямой: АВ=- 8 и 
ВС=-Б. (черт 11, верхний) есть отрезок АС=-Г 8, и сумма 
двух отрезков АБ=— 8 и ВО=—5 (нижний чертеж) соста- 
вляет отрезок АС= — 8. 


в -. е 


Подобно этому 3 рубля прибыли вместе с 5 рублями при- 
были составляют 8 руб. прибыли; 3 руб. расхода вместе с Б руб. 
расхода составляют 8 руб. расхода и т. п. 


ю—ЮюЬо+-- 
мы В С. 
пе 
С В р. 
Черт. 11. 


Так как положительные числа пишутся и без знака, те 
вместо равенства: (-- 3) -|- (| 5)= + 8 можно налиеаль белее 
простое; 3 -- 5=8, что согласуетея со сложением арифметиче- 
ених чиеел. 

Правило 2-е. Чтобы сложить два числа противоположных 
знаков, достаточно найти разность их абеолютных величин и перед 
нею поставить знак того из слагаемых чисел, у которого а660- 
— аютная величина больше. анияныене 


Та: (5) +(—3)=-+ 5; (—5)4-(+3)=—2. 


Действительно, сложив два отрезка (черг. 12, верхний): 
АВ=--5 и ВС=— 3, мы получим сумму АС=--2, и, еле. 


жив (нижний чертеж) два, 
п а - 
ВС = -|- 8, найдем сумму --- о 
40=— 2. В В 

Подобно этому 5 руб. об в =. & 
дохода вместе е 3 рубля- к и ——- 
ми расхода составляют вс А 

Черт. 12. 


2 руб. дохода; 5 руб. 
долгу при 3 руб. имущества равносильны 2 руб. долгу, и т. в. 
Отбросив знак -|- перед положительными числами, мы можем 


написанные выше равенства переписать короче: 


5--(—8)=2; (5 +3=—2. 


а 


Полезно заметить, что: 1) Сунма двух противоположных 
чисел равна нулю: Так: 


сы ыо 9 Ее 


Напр.; если я в одной игре выиграл 3 руб. а в другой 
проиграл 8 руб. то в результате я ничего не выиграл и ничего 
не проиграл. 

2) Прибавить 0 к какому-нибудь числу или прибавить к 0 какое- 
нибудь число значит оставить это чиело без измеяения. 


Пе (13-20 6 СЫ 


2%. Другое выражение правил сложения. Два пра- 
вила сложения, указанные нами, можно заменить двумя другими 
правилами, очень удобными для практического применения: 

1) Чтобы прибавить положительное число, достаточно при- 
бавить его абеолютную величину. - 


Так (Е Т)-Е (+3) =-10 ® (47) + 3=7-Е3= 10; 
([-Т-СЗ=— 4 и > о А 


2) Чтобы прибавить отрицательное число, достаточно ОТНЯТЬ 
ето абсолютную величину. 


Так: (57) + (С-10)=— 31 (ЕТ) —10=7— 10=—$ 
(7) (10) =—17 и (—-®—10=—7-— == 


Эти два правила можно сокращенно выразить такими фор- 
мулами двойных знаков: 


+ (Рд=-т < + (—-а)=—&. 


26. Сложение трех и более чисел. Сначала находят 
сумму двух первых слагаемых, к ней прибавляют третье слагае- 
мое, затем четвертое итд. Пусть, напр., требуетея найти сумму 


Е! 5) + (—49 + (+ 3) 


у 


которую можно короче выразить так: 
83 (—9 (9-43. 
Производвм сложение в таком порядке: 


8 (—5)=% + С-=—в (—0+3=2. 


Впрочем, такого порядна нет надобности всегда придержи- 
ваться, как это будет видно из свойств суммы, которые мы сей- 
чае укажем. 

29. Свойства суммы относительных чиеел. Эти 
свойства остахотся те же самые, вакие мы раньше уназали Для 
суммы арифметических чисел, а именно: 

1) Переместительное свойство: сумша не изменяется 
от перемены порядка слатаевых. 


Напр. (—4)-+ (+ 3) + (—- Й-- (Е 5)=- 8; 
—4) + (- ПЕ (+5) + (3) =- $; 
(4-5) + (- ПЕС (+ 3)=- 3; ит 


Если, панр. торговец, продав 4 предмета, получил прибыли 
на одном из них 3 руб., на другом 5 руб., на третьем зе имел 
убыток 4 руб. и на четвертом также убыток 1 руб., то для него 
безразлично, в каком порядке следовали эти продажи: проданы ли 
были сначала те предметы, на которых получена прибыль, или 
как-нибудь иначе; при всяком порядке результат будет один и 
тот же: после 4-х продаж торговец получил прибыли 3 рубля. 

2) Сочетательное свойетво: сумма не изменитея, если 
какие-либо слатаемые мы замеким их сумною- 

Гак, при вычислении суммы: 


(О-о, = 


зместо того, чтобы производить сложение в том порядке, в каком 
написаны слагаемые, мы можем какие-либо слагаемые, напр., вто- 
рое и третье, заменить их суммою, вычислив ее предварительно: 


ЕР: 
тогда будем иметь: 


жа а 


и. о 


т.-е. мы получим ту же окончательную сумму 3, какую полу- 
чили прежде. 

Можно было бы 3 каких-нибудь слагаемых заменить их сум- 
мою: если, напр., сложим предварительно второе, третье и четвер- 


тое слагаемое: 
9-Е (ОС =-т, 
то получим в окончательном результате также 3: 
(ОО =Н. 
Веобще, еели а, $ и созначают какие-нибудь относительные числа, 


то сочегалельное свойство в применении к сумме трех слагаемых 
можно выразить такой формулой: 


а-Ны-е =а-- (6+ с). 


Читая это равенство справа налево, мы можем сочетатель- 
нее свойство высказаль другими словами (как это мы делали и 
для суммы арифметических чисел, 8 11: 

Чтобы к какому-нибудь числу прибавить сумму, 
достаточно к этому числу прибавить каждое сла- 
гаемое последовательно одно за другим. 


3) Вычитание относительных чисел. 


36. Определение вычитания. Вычитанием относитель- 
ных чисол (как и арифметических) называется действие (обрат- 
ное сложению), посредством которого по данной сумме двух сла- 
таемых и одному из этих слагаемых отыскивается другое. 

Так, вычесть из -- 3 число — 2 значит найти такое число, 
которое надо прибавить к — 2, чтобы получить сумму -[ 3. Такое 
число есть итолько одно, именно -|- 5, так ак (-|- 5) -- ([—2=-3, 
тотда как никакое иное число, сложенное © — 2, не составит 
еуммы -|- 8. 

Из определения вычитания видно, что 


ав —6=аиа—6--6=4, 


т.-е. сложение и вычитание, произведенное последовательно над 
одним и тем же числом, взаимно уничтожаются. 


а 


81. Вычитание ббльшего чиела из меньшего. 
Относительные числа дают возможность вычитать ббльшее чиеле 
из меньшего. Пусть, напр. требуетея из 7 вычесть 10. Это зна- 
чит: найти такое число 7, которое, сложенное е 10, дает в сумме 7. 
Такое число есть, и притом только одно, именно отрицательное 
число — 3, так как сумма 10 -|- (—8) равна 7 и никакое иное 
число, сложенное с 10, не хожет еоставить числа 7. Подобно 
этому 20 —80=—10, 5—7 =—2]/, 0О—8=—8 итд 

Таким образом, разность от вычитания ббльшего 
числа из меньшего равна избытку ббльшего чиела 
над меньшим. взятому со знаком минус. 

Задача. Рабочий имея т руб., исдержал из вих п руб. 
Сколько у него осталось денег? 

Осталось %Ш—п руб. Этот ответ годится не только тогда, 
когда и: > п, но и тогда, когда т = и когда т < п. Так, если 
—15, #=5, то т—п==10; евели т=15 и п=165, 10 Ж—п=0; 
значит у рабочего ничего не осталось; если И =15 и И=30, 
10 #— п — — 6; в этом случае рабочий оеталея должен 5 руб. 

32. Правило вычитания. Чтобы вычесть какое-нибудь 
Число, достаточно к уменынаемому приложить число, противоно- 
зожное вычитаемому. 

Убелимея в этом поверкою на следующих примерах: 


1) 19 — 9=Сю-+С = 
Поверка; (-- 7) -- (+ 3)= + 10. 

2) (—10— (+9) =(-19-+С-9=—18 
Поверка: (—13) | (3) =— 10. 

3) 10-е =+ ав 
Поверка: (-|- 13) + (— 3) =- 10. 

4) (— 10 —(—8=6—10)+(+3)=—% 
Поверка: (— 7) + (—3) = — 10. 

Во всех этих примерах, для поверки правильности резуль- 


тала, мы сложили остаток © вычитаемым; в сумме получили чиело, 
равное уменьыштаемому. 


РЕ Ех 


33. Другое выражение правила вычитания. Дав- 
ное нами правило вычитания можно заменить двумя другими, очевь 


удобными АЛЯ практического применения: 
1) Чтобы отнять положительное число, достаточно отнять его 


абсолютную величину. 
Тан: (5) —(СЕ8)=(С-5)+(-Э=-2 и 
(--5) —8=5—38=2; 
®—(13-СОО 
(5) —3=—5—3=— 


2) Чтобы отнять отрицательное число, достаточио прибавить 
это абсолютную величину. 


Так: (+5) —(—3)=СЕ 5 -+СЕЗ=-8 в 
(+5) + 3=5-3=8; 
(—-5—(-9)=сС ЕС = в 
(—5) +8=—5-3=— 2. 


Эти два правила можно сокращенно вы разать такими фор- 
мулами двойных знаков: 


—(а=—% —(-9=-а. 


34. Алгебраическая сумма и разность. Относитель- 
ные числа дают возможность всякую разность представить в виде 
уммы, и наоборот, сумму изобразить в виде разности. Напр., раз- 
ность Т—3 может быть нашиеана тах: (--7)-- (— 3), или 
проще: 7-- (— 8); сумма 4-2 может быть изображена так: 
{+ 4) —(—2) или проще: 4 — (—2). 

Подобно этому, всякое выражение, представляющее 060 
ряд последовательных сложений и вычитаний, может быть пред- 


ставлено в виде суммы. Напр. 


50—5Б43—7=20 + (—5) +8 (—7). 


— ав — 


Сумма, в которой слагаемые могут быть числами положи- 
зельными, отрицалельными и равными нулю, принято называть. 
алгебраическою суммою в отличие ее от арифметиче- 
ской суммы, в которой все слагаемые числа обыкновенные (ариф- 
метические). Равным образом, разность наз. алгебраической, 
если в ней уменьшаемое и вычитаемое числа относительные. 

55. Свойства вычитания относительных чиеел. 
Эти свойства те же самые, какие были нами указаны для ариф- 
метических чисел (8 12). Повторим здесь одно из них, как более 
для нас нужное: чтобы от какого-нибудь чиела отнять 
сумму, достаточно от этого числа отнять последо- 
вательно каждое слагаемое одно за другим. 


Так: 50 — [(— 10) + (++ 8) НК 5)] = 50 — (— 10) — 
и 


Упражнения. 
88 26—29. 


СО Е ЗС 9 се 
= ры 2'|,). 
56. (-- 10) + (—2)} (19 + С 12} (2-5) + (+ 6}; 
= и 2) 
С 3) С Е $0). (810. 
‚. м: ам (ЭР 
59. 8-0; 8, + 0; 0+2; 0-1- 0,3; 0 
60. (+8) (— 5) Е (—8) + (+2). 
61. {—ОвыЕ 2еЕ-ЛЕС 
62. 10+ (— 20) + (— 3,7) + 8. 
о, деи 


Проверить еочетательное свойство на следующем примере: 


64. (—10) 4 (—5)2-+3= в 
= (-—- 10) + (—5) + (2-3) = (2 3) +[(—10) + (— 5) 
=2-[(— 10) + (—5) +3] 


ака Ады — 


е5. Убедиться на следующих двух примерах, что перемена 
знаков перед каждым слагаемым на противоположные знаки вле- 
чет за еобою перемену знака и перед суммой; 
1. (+ 10) + (+8) Е 5) +3). 
и а (РЗ 
66. 8 — 12; 10—25; 1—1; 3-3]. 
67. 0,72 — 2,3; 0,37 —3|,. 


$ 31. 


68. Товар куплен за а руб. а продан за В руб. Сколько 
получено прибыли? Вычислить эту прибыль при а=40 и ф=35. 
Что означает здесь отрицательный ответ? 

69. Некто получает ежемесячно дохода т руб. а тратит 
руб. Сколько остаетея ежемесячно? Вычиелить ответ при 
п = 1200, я=1300. Что означает отрицательный ответ? 

70. Гребец в стоячей воде подвигается на % мелр. в минуту. 
Но он плывет против течения, которым лодка относится назад 
зв минуту на я метр. На сколько мелров лодка подвигается вперед 
в минуту? Если п=20, я=25, какой будет ответ и что он 
значает? 

$6 32, 33. 

11. 12—(—2); 5-—(—5); (68 —(— 10) 
Я 

72. а—(— 6); (т) —(—я); - 25 — (— 32). 

73. 9—0; 4—0; 2 — 0; а- 0. 

74. то о в 

Е И ЛВ 


—(-Е7). 
76. Вычиелить сумму @-РЫРс-та при а=2, 6=— 8, 
= = а=— 4 
17. Вычиелить разность т—я® при т= — 10, и=— 15. 


8 34. 


18. Представить выражение 10 —2— 3--7 в виде суммы. 
79. Представить сумму 10 -|- 8 в виде разносли. 

80. Представить сумму а-- 2 в виде разности. 

81. Представить выражение @ —6 — с в виде суммы. 


Зе 


4. Умножение относительных чисел. 


86. Определение и правило умножения. Умножение 
на положительное число имеет тот же смысл, какой придается 
этому дейетвию в арифметике, если только пеложительнее чиело 
мы будем раесмазривать, как обыкновенное арифметическое. Наюф., 
умножить — 5 на-|-3 (или просто на 3) значит повторить — 5 
слатаемым 8 раза (получим — 15); умножить — 12 на--8/ (ижи 
проето на 3/,) значит найти */, от — 12 (получим — 9). 

Умножение на отрицательное чиело мы условимся понимать 
в таком 0с0бом емысле: умножить какое-нибудь множи- 
мое на отрицательного множителя значит умно- 
жить множимое на абсолютную величину множи- 
теля и полученное произведение взять с проти- 
воположным знаком. Так, умножить—3 на— 9 значит 
умножить — 3 на 2 (получим — 6) и результат взять с претиво- 
положным знаком (получим--6). Таким образом: 


(--10) (+2) =-20; вообще (--а) (1) = -|- аё; 
(—10) (+2) =—20; ‚ Са (+= 
(410% (—2)=—20; „ Си 
(—10) (—2)=-20; „» (—@) (—9)= га. 


Правило. Чтобы найти произведение двух относительных 
чисел, надо перемножить их абеолютные величины и произве- 
дение взять с0 знаком-|-в том случае, когда перемножаемые числа 
имеют одинаковые знаки, и 0 знаком—в том случае, когда они 
противоположных знаков. 

Часть этого правила, касающаяся знаков, носит название 
правила знаков; его обыкновенно выражают так: при умно- 
жении двух чисел одинаковые знаки дают-, разные 
знаки дают—. 

Можно также скаваль, что от умвожения на положительное 
число знак множимого не меняется, а при умножении ва от- 
рицательное число он изменяется на противоположный. 

& указанеым случаям умножения мы должны еще ирисое- 
динить тот случай, когда множимое или множитель будег нулы 


ИЕ 


произведение любого числа на нуль и произве- 
дение нуля на любое чиело принимается равным 
нулю. Так: (--3).0=0; (--5).0=0; 0.(—4)=0; ит. № 


37. Задача на умкожекие относительных чисел. Чтобы показаль полез- 
ность данного выше правила умноженея относительных чисел, рассмотрим сле- 
хующую задачу. 

Задача. В полдень поезд Октябрьской железной дороги (соединяющей Петро- 
град с Москвою) проследовал через станцию Пологое (расположевлую приблизительно 
посредине между Петроградом н Москвоя?). Определить место, в котором находился 
этот поезд в момент времепи, отстоящий от полудня (того же дня) на # часов, если 
исвестно, что поезд двигалон со скоростью ® верст в каждый час (предполагается для 
иростоты, что поезд двигался безостановочно). 

Положим, что в этой задаче буквы © и $ означают какие-нибудь арифметите- 
сине числа (пусть, например, скорость 9 поезда была 40 верст в час, а момент вре- 
менн, в который требуется определить местонахождение поезда, отстоял от полудля 
на 8 часа). Тогда в ответ на вопрос задачи мы только можем сказать, что в ука- 
занный момент времени поезд находился на таком расстоянии от Бологого, какое ов 
мсжег пройти в $ часов, т.-е. ва расстоявни, равном ф& верст. Но мы не можем ска- 
зать, нужно ли это расстояние считать от Бологого во направленню к Москве, или 
но направлению в Цетрогралу, так как, во 1-х, в задаче не указано, в каком на- 
правлении двигалея поезд; от Нетрограха ли к Москве илн от Москвы вк Нетрограду 
и 50-2-х, мы не знаем, идет лн речь о моменте времени, который был позже полудня 
на & часов, или же о том моменте, который бых рапьше полудня на { часов. Таким 
образом, задача наша, чтобы быть вполие определенной, должна распасться на сле- 
кующие 4 отдельные задачи; 

1) В полдень поезд, двигавшийся от Петрограда Е Москве со скоростью # верст 
в ча", проходнл через станцию Бологое. Определить местонахождение этого поезда $ 
часов после полудин. 

Тогда ответ будет таков: в указанный момент времени поезд находнися ча рас- 
стоянии 9# верст от Бологого по направлению к Москве (черт. 18)- 


УС 


Том.:---—— | ть -.-«Лосле: 
фолю0 
> 
Черт. 13. 


2) В полдень поезд, двигавщийся от Мосевы к Петрограду со скоростью и верст 
в час, просзедоват через станцию Бологое. Определить местонахождение этого поезда 


# часов после полудня. 
Ответ будет: на расстоянии %# верст.от Бопогого по направлению в Петро- 


граду (черт. 14). 


3] ее ММК, 
брелок 


ТН: в. 


3) В цолдень поезд, двигавшийся от Петрограда к Москве во скоростью # верст 
в чае, проходит через станцию Болотов. Определить местовахождение этого поезда 


# часов ло полудня. 
Ответ: на расстолнин 9 верст от Бологого по направленню к Петрограду 


(черт. 15). 
ки 
ели —_———__ ик 
Эбле, 
Черт. 15. з 


4} В полдень поезд, двигавитийся от Москвы Е Нетрограду со скоростью о верет 
в чёс, проходил через станцию Бологое. Определить местонахождение этого поезда 
$ часов до полудня. 

Озвет: на расстоянии © веретот Бологого 10 направлению к Москве (черт. 16) 


рр 


ош Е Е -- «Жк, 
Юле 
тре. запас ие 
Черт. 16, 


Введение в алгебру отрицательных чиеел и правил действий над намн позво- 
ляет эти 4 отдельные задачн выразить одною обтлею задачею и дать для нее одно 
общее решение. Для этого предварительно условимея, во-]-х, какое из двух воз- 
можных направлений пути (от Петрограда к Москве, илз наоборот) считать за по- 
зожительное и какое за отрицательное; и, во-2-х, какой нромежуток времени, сле- 
утющий за полуднем, или предшествующий ему, считать положительным и какой от- 
ряцательным. Уеловнмся, напр., скорость ноезда при данжонии его от Петрограда 
к Москве считаль положительной, а скорость прн обратном движении—от Моеввы 
= Петрограду — считать отрацательной; такны образом мы будем, наир-, говорить: 
поезд двигался со скоростью--40 ворет в час, нли поезя двигался со скоростью— 35 верст 
в час, разумея при этом, что в первом случае поезд шел от Петрограда к Мескве 
$0 скоростью 40 зерет в чае, & во втором случае он шел от Москвы в Петро- 
раду со скоростью 85 верст в час. Далее условимся считать положительными все те 
промежутки времени, кэторые следуют за полуднем; намр., мы будем говорить, что 
ъыомент времени, в который требуетсн определить местонахождение поезда, отстоит ог 
полудня на -|- 4 часа, нли момент этот отстонт от нолудия на —'3 часа, разумен нри 
зтом, что в первом случае момент зременн надо ечиталь позднее полудня на 4 часа, 
а во втором случае его нэдо брать раньше полудня на 3 часа. 

Допустим зхеперь, что в задаче нашей буквы фи 9 будут означать не числа 
арифметические, вак мы прежде предполагали, & числа относительные; напр., # может 
озжачать в задаче н-- 4, и— 8; © может означать и -- 40, и— 35, и другие относи - 
тельные числа. Тогда мы можем сказаль, что задача наша включает в себе 
все 4 частные случая, указанные выше, и точным ответом на нее будет слздующий 
общий ответ: 

з Указанный момент времени расстояние поезда от Бологого ровно 9ё верст, 

если под произведением ©& относительных чисел условимся разуметь пронзве- 
хение их абсолютных величин взятое со знаком плюс в том случае, когда оба со- 
множителя числа положительные или оба числа отрицательные, и со знаком нанус 


А. Киселев. Алгебра. % 


=> 60 == 


в том случае, когда один сохножитель число положительное, а кругой — отрнизтельто$. 
При этом услозии нали общий ответ (указанный выше) будет годен дяя всех чаетных 
случаев. Лейсттительно: 

1} Пусть буквы + и # означают положительные числа, назр., ® = -- 46 и # = -+ 8. 
Эти задания означают, что поезд шел по направлению от Петрограда к Мескве с5 
сторостью 40 верст в час, и, что требуется огределить местонахождение поезхз в 
момент времени, бывший 3 часа после полудня. В этом случае искомое месте хежаз, 
как мы видели, на 120 верст от Бологого по направлению к Москве (см. черт. 18 
Значит, искомое расстояние равно | 120 вер. Но, согласно нашему усховию, и пре 
взведение $ в этом случае дает: (- 40) (-- 3) = - 120. След., некомое расстояняе 
равно пронзвелению %# верст. 

2) Пусть $ отрицательное чиело, напр.,— 40, & # положнтельное число, напр. - 8. 
Эти вадания надо понимать в том смысле, что иоезд шел от Москвы к Петрограяу 
и падо определить его место в момент, бывший 3 часа после полудня. Мы видела 
что тогда оно лелат па 120 верст от Бологого, по направлению к Петрограду (2м. 
черт. 14), т.-е. искомое расстояцие равно — 120 вер. Но и произведение оф в втох 
случае даст: (— 40) (+ 3) = — 120; значит, искомое расстояние равно 9# вер. 

3) Пусть © положительное число, напр.,-[ 40, & $ отрицательное число, напр.— 3. 
Эти задания означают, что поезд шел от Петрограда в Москве, и требуется опреде- 
лить его место в момент, бывший 8 часа до лолудня. Это"место находится на 120 верет 
от Бологого по напразлению к Петрогралу (см. черт. 15); значит, искомое расстояние 


равно — 120 вер. Но и произведение 9 в этом случае дает: (-- 40) (—8) = — 120; 
следовательно, искомое расстояние разно 9 верст. 

4) Пусть, наконец, н 9), н # означают отрицательные числа, иапр., 2 == — 40, 
: =— 8. Эти задання означают, что поезд пюл 0 направлению от Москвы к Потро- 


траду, и что момент времени, в Боторый требуется определить местоивхождеяие 
поезда, был за 3 часа до полудня. В этом случае, как мы видели, искомое мссте 
лежит иа расстоянии 190 верст от Бологого, по направлению к Москве (ем. черт. 18), 
т.-е. искомое расстоянне равно -- 120 вер. По и произведение 9ё в этом слузза 
дает: (— 40) (— 3) =- 120; зиачит, и тенерь можпо сказать, что искомое расстояние 
равпо ## верет- 


38. Произведение трех и более чисел. Пусть гре- 
бузтея вычислить произведение: 


(+= 2). (=Бяср8): СС Ы 


Для этого умножим первое число на второе, полученнае 
произведение умножим на третье число, вновь полученное промз- 
ведение умножим на четвертое число и т. д. 


(+2) (—0=—%; (—-2) (+9 =—6; (—6) (—10)=-+60; 
(4-60) (-—4)=— 240; (—240) (—5) = -- 1200. 


Если бы перемножались только одни положительные числа, 
то знак окончательного произведения должен быть, конечно, -|-. 
Но когда все или некоторые сомножители отрицательные, те 
произведение окажется со знаком -[ в том елучае, когда чнело 


и 


отрицательных сомножителей четное, и со знакем — в те 
случае, когда число таких сомножятелей нечетное. Таз: 


1 отр. сомиох. 2 отр. сочнож, 
(+2) (—1) (+3) =—6; (+2) (—1 (+3) (-ю) = +66 
3 отр. сомнож. 


(+2) (—1) (+3) (—10) (—4) = —240; ит. д 


Причина этого заключается в том, что каждый раз, ках нён 
приходится умножить на отрицательное число, знак множнызхе 
неременяется, а когда прнходнтея умножить на положительна 
число, он остается без изменевия. 

59. Свойства произведения относительных чнава 
остаются те же, какие принадлежат произведению арифметные- 
ских чисел, а именно: ыы 

1) Переместительное свойство: произведение ве 
изменяется от перемены порядка сомножителей. 


'Гак: 


(а) (НО = и (46 == 
(—а) (+59 =—6 и (4 С®=—ш= 8 


ит. п. 
Возьмем теперь произведение, состоящее более, чем из ДВЕ 
сомножителей, напр. такое: 


(— 4) (-6) (5%) (—4). 


Абсолютная величина этого произведения равна афса, знак 
же окажется -- или —, смотря по тому, четное или нечетнез 
число отрицательных сомножителей. Если мы переетавим соние- 
жителей, напр. так: 


(ко СЯО еЩ- 5), 


то получим новое произведение, у которого абеолютн. величина 

равна с4аф, а знак -- или —, смотря по тому, четное или не- 

четное число будет отрицательных сомножителей. Но сааф = абея 

(но переместительному свойству проязведения арифметических 

чисел), и число отрицательных сомножителей не могло нзые 
4% 


№. 


энться от перемещения их; значит, у обоих произведений абео- 
лютная величина будет одна и та же и знаки должны быть оди- 
БаЕОВЫ; ПОЭТОМУ: 


(—4) (—5) (+9 (—4= (+9 (—4) С—9 СУ. 


2) Сочетательное евойство: произведение не изме- 
вяетея, если какие-либо из сомножителей будут заменены их произ- 
вехенЕзм, 


Напр. (—5) (+3) (—2)=(-5) [(48) (2) = 
= (—5) (—6)=-30. 


Это потому, что от сочетания сомножителей в какие-нибудь 
группы не изменяется ни абсолютная величина произведения, 
ви его знак. 

3) Распределительное свойство; чтобы умножеть 
алгебраическую сумму ка какое-нибудь число, достаточно умно- 
жЕть на это число каждое слагаемое отделько и полученные 
произведения сложить. 

Возьмем, напр. произведение: 


[(+ 8) — < 2 + С 3] (— 10) 


Вычяслив сумму, получим 8; умножив ее на— 10, най-_ 
дем —30. То же самое число окажется, если мы умножим 
нА — 10 каждое слагаемое отдельно и затем слежим полученные 
произведения: 


(8) (— 10) =— 80; (—2) (—10=-+-20; (= 10 = 
=+ 30; (— 80) + (+ 20) (+ 30) =— 30. 


Из сочетательного свойства так же, как и для произведения 
арифмегических чисел, выводятся следующие два свойства: 

4) Чтобы умножить какое - нибудь число на произведение, 
достаточно умножить это число на первого сомножятеля, лоху- 
чэнисе произведение умножить на второго сомножителя и т. д. 


Тав: (-|- 10) [(— 2) С-З] = 10) (—6)=— 60 
и (-- 10) (—2) (+3) = (— 20) (+ 3) =— 60. 


Е о 


5) Чтобы умножить произведение на какое-нибудь чиело, до 
втаточно умножить ка это чиело какого-нибудь одйого из еешие- 
жителей. 


Так: [(—4) (+5) (—- 8 =(—20) (— 8) = +160 
и [(—- 4) (—-8)1 (+5) =С- 32) + = 160 
(—4) [+ 5) (— 8] = (— 4) (- 40) = + 160. 


Укажем още одно свойетво умножения: 


6) произведение равняется нулю тогда к только тогда, когда 
какой-нибудь сомножитель равняется нулю, так ках если нн ыыо- 
жнмое, ни множитель не равны нулю, то произведение равае 
какому-нибудь полежительному или отрицательному числу, & Е 
нулю, если же какой- нибудь сомножитель есть нуль, то пренлве- 
денне, как мы уже говорили раньше, принимается равным НУ 


Упражнения. 


$ 86. 


82.-( — ЗуеыВ ен В (— 10). 

88. (— 85) (+- 206-086) {— був кАй 
В. (= ее, {и 

85. (— 2)°; (—2)}% (—2)% (— 2}. 


86. Вычиелить а -| 65 -- с при а=3, 6 = —4, е=—6 
и 2 = 4. 
87. Вычислить тоже выражение, если а = —4, Ь-= 3 
= —бБиз=— 20, 
8 38. 


88. 4.0; 51|,.0; 0.3; 0.0. 

89. (—3) (-+-2) (-—4 (—7) 
90. (-| 0,2} (—1) (—1) (—7) 
91. и, (-| 3,5) ый, (—%). 


$ 89. 
Убедиться поверкою, что: 


ее Е 
= 


о Ба 


98. 10 (—3) 25 
и [(—3) (+5 

94. [19-4 (—8)-5С-2] (—9=10 (=) 
(—-7-+(—2) (—7. 

95. (3, — 0,2") (0,3) = */,. 0,3 — 0,2. 0,3 НТ. 0,3. 


5. Деление относительных чисел. 


46. Определение деления. Деление ееть действие (0б- 
ватное умножению), посредством которого но данному произве- 
ЕзниЮ двух сомножителей и одному из этих сомножителей оты- 
скиваетея другой. Так, разделить -|- 10 на— 2 значит найти 
такое чиело 2, чтобы произведение (— 2) х, или — вее равно — 
эроизведение 2 (— 2), равнялось -|- 10; такое чиело ееть и тольБе 
эдно, именно — 5, так как ПОВЕЕКЕЫ —5 на — 2 равно -| 10, 
а ироизведение какого-нибудь иного числа на— 2 не может 
составить -|- 10. 

Из определения деления следует: 


(а6):6 =а и (4:6)6=а, 


те. умножение на какое-нибудь число и деление на то же чиело 
(или деление на какое-нибудь чиело и умножение на то же число) 
вгаимно уничтожаются. 

41. Случаи, когда делимое или делитель равны 
нулю. 1) Если делимое равно нулю, а делитель не равен нулю, 
то частное должно быть нуль. 

Действительно, разделить О на какое-нибудь число а значит 
найти такое чиело, которое, будучи умножено на а, дает в произ- 
веденли 0. Такое число есть О и только 0; значит: 0:а=0. 

8) Если делимое не равно нулю, а делитель равен нулю, 
59 деление невозможно, потому что, какое бы число мы ни пред- 
золожили в частном, оно, умноженное на 0, дало бы в проив- 
вздении 0, а не какое-либо нное число; значит, частное 4:0 
вэвозможно, а потому и самое деление невозможно. 

8) Если делимое равно нулю и делитель равен нулю, то за 
цастное можно принять любое число, потому, что всякое чиело, 
уяноженное на 0, дает в произведении 0. Напр. можно призять, 


ар = 


чо 0:0=2, 0:0=3, 0:0=10 и т. д, так как 0.2=0 
0.3 =0бит. д. 

48. Нравило деления. Чтобы разделить одно откосл- 
теяъное число на другое, надо разделить абеолютную величину 
зервого числа (делимого) на абсолютную величину второго чисга 
{дельтеля) и результат взять со знаком --, когда оба данвые 
звеха имеют одинаковые знаки, и 60 знаком —, когда они имет 
фазыые знакн. 


Так: (-- 10):(-- 2) =-- 5, потому что (Е 2) (+5) =- 16, 
(—10):—-2=+5 , ‚„ С) (5=— №. 
(— 10): ==, 4, 4-2) = 
(-- 10): (— 2) =— 5, з „ ([—2)(— = 


Таким образом, правило знаков при делении остается то же 
самое, что и при умножении. 


43. Другое правило деления. Из арифметики мы знаем, 
зто деление равнобильно умножению на чиело, обратное деди- 
телю. То же самое мы можем сказать и о делении относительных 
часел, если условимея числом, обратным данному относительному 
чиелу а называль такое число, которое получается от деления 
+1 на а. Таким образом: 


числу |- 8 соответетвует обратное число (-- 1):(-- 8) = у» 


И г. Е Е. 
р. ЕН д э „ р (-- 1): (5) =“), 
р — 5 ” » п Г 1):0—))=—#), 


Условившиеь в этом, мы можем правило деления высказал» 
тая: чтобы разделить одно чиело на другое доста- 
точно делимое умножить на число, обратное делн- 
телю. В этом можно убедиться позеркою так: 


ы 
(— 10): 5) =—2 и (—10).(+- 1) =—9/ = ицщ 


И ть 


— 7568 


44. Свойства деления относительных чисел 
остаются те же самые, что и для чисел арифметических (8 14), 
а именно: 

1) Чтобы разделить какое-нибудь число на произяедеве», 
доетаточно разделить это чиело на первого сомножитеня, поху- 
ченное частное разделить на второго вомножителя, это частное 
ка третьего сомножителя и т. д. 


Налр.: (— 40): [(-- 5) = 2)] =(— 40): (— 10) =-|- 4 
в [(— 40): (+ 5]: (2 =С- СЕЛЕ 


2) Чтобы разделить произведение на какое-нибудь ч7659, 
достаточко разделить на это число какого-либо одного вомио- 
жителя, оставив другого без изменения. 


Напр. [(—20) (--15)]:(—5) =(—300):(—5) =-Е 60 
в [—20):<—5) +15) =(+ 9 СЕ16) = 60 
< 20) + 15):(— 5) = С 20) (=) =+60 


Упражнения. 


55 41, 48. 
96. 0:8; 0:1; 0: 0,3; 0: а. 
97. 1:0; 5:0; а:0; 0:0. 
98. (-- 20):(-Е 4); (+ 20):(— 4); (— 20) :(-- 4}; 
20) (—4) 
99. (1- 2а):(—2); (— 52):%; (— 72):(—7) 


8 43. 
100. Найти чиела, обратные следующим: 
— 5; 27, — 0,8; 9; +286 —1 
101. Проверить равенетва: 
ПО #0. 1 Эа 56 8). (+ 5 СЪ): = 
(-- 75). (— |. 


В ай 


$ 44. 


102. Убедиться поверкою, что: 


(— 100) :[(- 5) (—4) (—5)| = ([-— 100:(+ 5)]:— 49}: 5) 
{— 190) (+ 20)]:(— 5) = [(— 100 :(—5)| (+ 20) = 
00) 6-50) 0—5). 


ГЛАВА \ 


Сравнение относительных чисел по величине и свойства 
неравенств. 


4%. Определение понятий „большей и „меньшее, 
Если мы говорим, что 10 больше 7, то мы разумеем при этом, 
что чиело 10 включает в себе, как часть, число 7 и что, след,, 
от 10-ти можно отделить (вычесть) 7, при чем останется ешо 
некоторое число, тогда как от 7-ми нельзя отделить 10; другимя 
словами, говоря, что 10 больше 7, а 7 меньше 10-ти, мы хотим 
сказаль, что разность 10 — 7 есть некоторое положительное число, 
тогда как разность 7—-10 есть некоторое отрицательное чиело. 

Условимся распроетраноть такое понимание на числа стно- 
сительные, а именно примем, что относительное число а 
считается ббльшим относительного числа В тогда, 
когда разность а—6 есть число положительное, 
н а считается меньшим $ тогда, когда разность 
а—6 число отрицательное (еели а=6, то разноеть а — В 
равна нулю). 

48. Следлетвия. Из такого соглашения можно вывести 
следующие заключения: а 

1) Всякое положительное число больше велкого отрицатель- 
ного; напр. |- 3—5, потому что равноеть (1+3) (—5), 
равная сумме 3 -|- 5, есть число положительное. 

8) Веякое положительное число больше вуля по той же при- 
чине; напр., -|- 2>>0, так как разность (-|- 2) —0=-- 2. 

$) Веякое отрицательное чиело меньше нуля, так как раз- 
ность между отрицательным числом и нулем всегда отрицательна; 
напр. —8<30, так как (—3)—0=—3, ь 


О 


4) Из двух отрицательных чисел то больше, у которого аб- 
солютная величина меньше; напр., — 7>> —9, так как разность 
(—7) —(—9), раввая (—Р- 9=-- 2, есть чиело поло- 
жительное. 

49. Замечание. Для ясного предетавления сравнительной 
величины относительных чисел всего лучше обратиться к нагляд- 
кому изображению их помощью направленлых отрезков прямой, 
вях это мы делали раньше ($ 22). Выбрав произвольную @дИ- 


ан—6 > 
еж А ‚3 


{ 
-4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5+54 
Черт. 16а. 
ницу дтины (черт. 16 а), вообразим, что на неограниченной прямой 
вправо от какой-нибудь ее точки А, принятой за начало, отло- 
жены отрезки, изображающие положительные числа а, 
-- 3... & влево от той же точки отложены отрезки, изображающие 
втрицательные числа — 1—2,—3.... "Тогда, двигаясь по этой 
прямой слева направо (по направлению стрелки, поставленной на 
чертеже), мы будем постоянно переходить от чисел меньших Е 
бёльшим, & двигаясь в обратном направлении, будем постоянно 
переходить от чисел ббльшах к меньшим. 


50. Свойства неравенотв. Два числа или два алге 
браических выражения, сосдиненные между собой знаками > 
или <, соетавляют то, что наз. неравенством. Как и равен- 
ство, неравенство соехоит из двух частей: левой чаети и 
нравой части. 

Обозначим левую часть неравенства буквою @ и правую 
часть его буквою 65. Тогда главнейшие свойства неравенств мы 
хожем выразить так: 

1) Если а>>6, то < « напр.— 2 > —3, 9—8 < — 4. 

2) Если «>В иф>>с, то а>>с; напр. — 2> —8 и—3> 
_— тогда— 2 > — 4. 

3) Если а>В и с=4, то а е>6--9 ив — в >60 — 4, 
1-е. если к неравным чиелам  придадим, или от них вычтем, 


равные числа, то знак неравенства не изменится (т.-е. большее 


— 59. — 


число останется ббльшим). Напр., 2 > — 3; придадии или вычтем 
по — 10: 
ВЕНЕ Е (— 10), те, — 8> — 18; 
2 — (— 10) > —8— (— 10), тле. 12 >17. 


4) Если а>Ьи с> а, то @а-- > -| а; равным образем, 
если аби с< а, то асе а. 

Условимея говорить, что два, неравства одинаковогс 
смысла, если в каждом из них стоит знак > или в каждом 
знак <>; тогда свойство 4-е мы можем высказать так: два нз- 
равенства одинакового смысла можно почленно 
складывать, 

5) Еели а>фи С< а, 10 а— с>—4 

Уеловимся говорить, что два неравенства п ротивопм 6- 
ложного смысла, если в одном из них стоит знак >, ав 
Аругом знак <); тогда свойетво 5-ое мы можем высказать так: 
два неравенства противоположного смысла можне 
Ночленно вычитать при чем знак остается того не- 
равенства, из которого вычиталось другое нера- 
венство. Напр. 

ОВ 
Ее 
0-8 
т.-е. —3-> — 15. 


6) Нели а>бит положительное чиело, то ат > фт 
иа:т>Ь:т; т.-е. если обе части неравенства умно- 
жим или разделим на одно и то же положи- 
тельное число, то знак неравенства не изменитея. 
Напр. умножив на -- 4 части неравенства: — 5Б> — 7, получи: 
— 20> — 28. 

7) Если а>ф ит отрицательное число, то ий < Вх 
и а:т<6:т; т.е. если обе части неравенства умно- 
жим иди разделим на одно и то же отрицатель- 
ное число, то знак неравенства переменится на 
противоположный. Напр. умножив на—1 обе части ие- 
равенства — 5 >> —7, получим: 5 <7. 


От. 1 
ТОЖДЕСТВЕННЫЕВ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


(первые четыре алгебраические действия). 


ГЛАВА Т. 
Одночлен и мнсгочлен. 
51. Упрощение некоторых произведений. Пусть 


вам данс произведение: 
а3аф (— 2) а6с, 


в котором некоторые сомножители выражены цифрами, другие 
буквами, причем встречаются одинаковые сомножители. 'Гакие 
произведевия могут быть упрощены, если воепользуемея сочета- 
тольным свойством умножения. Так, в нашем примере полез? 
сгруппировать ссмножителей так: 


3. (— 2) (ава) 5) с, 
что можно написать короче; — бас. Подобно этому: 
(— 10) аж (—- 2) = --20а27; Атизу {— 2)у=— Зи". 


В полобных выражениях циферный сомножитель, как мы 
уже знаем, наз. коэффициентом. 

52. Одночлен. Алгебранческое выражение, представляющее 
собою произведение, принято называть одночленом. Тавовы, 
напр. выражения: 


0, Базу", — 696, Зт, ит. в. 


_ = 61 — 

Впрочем, одночленом наз. также и отдельно ввятое число, 
выраженное буквою или цифрами; напр. а, х› —3, -- 1 ит. п. 

При одночлене, не имеющем коэффициента, можно подраву- 
невать коэффициент 1; так, аб все равно, что 1аф, — 27 означает 
то же, что и — 147, ит. п. 

Таким образом, одночлен вообще представляет собою про- 
изведение коэффициента на одного или нескольких буквенных 
нножителей, при которых могут быть и показатели степени; 
напр. -- 3а2а2. 

54. Многочлен. Алгобранческое выражение, составленное 
из нескольких других алгебраических выражений, соединенных 
между еобою знаками -|- или —, наз. многочленом. Таково, 
напр. выражение: 

а— в 


(6) — а” -- (36°) — (6е)-- 5 
Для краткости письма в подобных выражениях принято 


скобки не ставить (они только подразумеваются); так, указаниый 
сейчас многочлен пишут обыкновенно: 


а—ь 


аф — @' -|- 83а" — е -- о 


Отдельные выражения, от соединення которых знаками -- 
или — составилел многочлен, наз. его членами. Члены много- 
члена обыкновенно расематривахтся вместе с теми знаками, ко- 
торые стоят перед ними; напр, говорят: член +— 0% член -|- Зав? 
и т. п. Перед первым членом, если перед ним не стоит никакого 
знака (как в приведенном нами примере), можно подразумевать 
знак -|-. 

Многочлен, состоящий из двух членов, наз. двучленом 
(или биномом), из трех членов—трехчленом (или триномом) и т.д. 

55. Свойства многочлена. Веякий многочлен ножно 
рассматривать, как алгебраическую сумму его членов. Напр., 
ыногочлен: 


2% — НИ —Чо-ь 
можно раесматривать, как сумму: 


(+ 24) + (48) СИ) + (— 4,4) + 9, 


> бои 


так как выражение -|- 247 равносильно выражению 24”, выраже- 
зе | (— 06) равносильно выражению — (а6) и т. д. 

Веледетвие этого все свойства суммы алгебраичееких чисел 
{$ 29) принадлежат также и многочлену. Главнейшие из этих 
свейств следующие: 

1. Переместительное свойство: численная величина много- 
члена не зависит от порядка его членов. 

Положим, напр. мы находим численную величину многочлена 


2 — 6-Е — Та-ь 


при а= —4 и = —3. Для этого предварительно вычиелим каж- 
дый член отдельно: 
2 =9 (—4)(—4)=32; — = —(—4)(-3)=—412; 
= 3) (-9=+% —а= 1—4) = +2. 


Теперь сложим все полученные числа или в том порядке, в ка- 
вом написаны члены многочлена: 


32-9 ро — 959% 


вли в каком-нибудь ином порлдке; всегда получим одно и то же 
чиело 28. 

Обыкновенно, вычисляя численную величину многочлена, 
держатея такого порядка: еначала складывалот все члены со зна- 
ками --, потом все члены ео знаком —, и, наконец, соединяют 
еба результата в един. Таким образом чиеленную величину на- 
его многочлена всего удобнее получить так: 


32-94 2=43; —12—8=—16; 48 —15=28. 


2. Сочетательное свойство: числениая величина многочлена 
не изменяется, если какие-либо его члены мы заменим их алгеб- 
раическою суммою. 

Так, если в данном выше многочлене мы заменим члены 
— %, + и — Та их алтебраическою суммою, т. е. вовьмен 
этот многочлен в таком виде: 


Ва? -|- (ав В — Ча) В, 
то при а=—4 и ф=— 3 получим: 
324 (—12+9--2)—3=32 + (-—3=28, 


2 


к 


т. в. получим то же самое чисзо 28, какое получили прежде. 

Заметим еще следующее свойство многочлена: 3. Если ве рЕл 
каждым членом многочлена переменим знак на 
противоположный, то и численная величина этоге 
многочлена ивменит знак на противоположный. 

Напр., численнал величина многочленя 2—6 В — Ча $ 
пре а= —4 и р=— 3 равна, как мы видели, 28, а чиеленная 
величина многочлена — 202 | 6—5 + а —6 при тех же 
значениях був равна — 2983. 

56. Подобные члены. Члены многочлена, отле. 
чающиеея только коэффициентаии и знакани, ила 
ничем не отличающиеся, наз. подобными. Напр., 
в таком многочлене: 


4971 — Зав -|- 0,5958 + За?е -- За 


первый член подобен третьему, второй член подобен пятему. 
Член -- За°с не имеет себе подобных, потому что он отличается 
от остальных членов буквами и показателями при них. 

54. Приведение подобных членов. Пусть в какок- 
нибудь многочлене имеются такне подобные члены: -- За, — 98, 
— 4, -- 5'/ а. Будут ли эти члены следовать один за другим, вла 
они будут разделяться какими-нибудь другими членами, мы веег а 
можем, основываясь на сочетательном свойстве многочлена, ваме- 
нить все эти члены их алгебранческою суммою -- 34— 2а—п 
-- 5'/а и эту сумму привести к одному члену, выполнив все дей- 


{ 
ствия укаванными знаками |1 и —; так: 


-- 34 — 24=а; а-а= 0 0-5 а= 5/ а 
Такое соединение нескольких подобных членов в один, наз. 
нриведением подобных членов. 
Примеры: 


$) а-| 57 — 2тх | 7тх — 8тл=а -Е 2т5х, 
2) 405 -|-1? — 7ах — Зах + эал-— — 4ал -|- 97" 49% 
3) 44" — Зав -|- 0,ба?3 4 За? Г За — 4,5253 —|- Ба -- За*е 


286 2 


53. Применение к решению уравкепий. Приведе- 
нием подобных членов часто приходитея польвовальея при реше- 
нии уравнений. 

Прежде всего убодимея, что любой член уравнения 
можно перенести из одной части уравнения в дру- 
гую, переменив знак у этого члена на противополож- 
ный. Положим, напр., мы имеем уравнение: 


8=25 47. 


1х 


Мы знаем, что к обеим частям уравнения можно прибавить, или 
эг них отнять, но одному и тому же чиелу. Ирибавим к обейы 
частям нашего уравнения по 8: 
1—8 =25 7 
Ею 8 
Чи=2%-НТ- 8. 


Мы вялим, таким образом, что член — 8 перешел из левой 
части уравнения в правую, но знак у него переменилея на 
противоположный. Отнимем теперь от обеих частей уравненая по 24 

7т=2 7-8 
— 25 — 25 


17-—2щ=7--8. 


Мы видим, что член 2% перешел из правой части уравне- 
ния в левую © нротивоположным знаком. 

Таким образом, мы можем все члены уравнения, содержащие 
веизвестное, перенести в одну чаеть уравнения, а все члены, не 
содержащее непзвеетного, перенести в другую часть уразнениа 
Поело такого перенесения сделаем приведение подобных членов 
в каждоЯ части уравнения; в нашем примере получим; 


Ча — 


Тенерь остается разделить обе части уравнения и& коэффициент 
шри неизвестном, т. е. на 5: 


5% 16 
5 -Ь) Г. 6. РВ, 


Поверка: 7.3 —8=9.3+ 7, те. 13=13. 


59. Замечания. 1) Введение в алгебру отрицательных 
чисел нозволяет нам, перенося члены уравнения из одной его 
части в другую, не стесняться вычитанием ббльшего чиела из 
меньнтого. Напр. в уравнении: 45 -|- 10 —=9%—15 мы можем чден 
9х перенести в левую часть, а член | 10 в правую: 


4% — 9% = — 15—10 
т. е. —57=—- 25. 


Чтобы освободиться от внаков —, мы можем умножить обе 
части уравневия на — 1: 


(— 52) ([—- И =(— 25) (—1), те. 55=25 
и, след, Я: 


Можем и не освобождаться от внаков —, а прямо разделить 
обе части уравнения иа коэффициент при неизвестном, т. е. на — 5: 


—5% — 255 
ЕЕ 9=5. 


2) Нет надобноети переносить все члены, содержащие не- 
известное, непременно в левую часть уравнения; их можно пере- 
нести и в правую чаеть, а известные члены в левую; напр. во 
ввятом нами примере мы можем перенести 4х вправо, & —15 влево: 


10 15 =9х —45 25=5%5; 5=х 


и, следов. Я=5. 


А. Киселев. Алгебра. Б 


= 


8) Если случятся, что в обеих частях уравнения имеется 
по одинаковому чзену (© одинаковыми знаками), то такие члены 
прямс можно отброеить. Положим, напр., имеется такое уравнение: 


35—42 =20 82%. 


Член |- 227 входит и в левую часть уравнения, и в пра- 
зую; тогда, отняв от обенх частей пс 2’, увидим, что эти члены 
уничтожатся: 

81—4=2%- 8. 


Упражнения. 
88 51, 52. 


Вычислить следующие одночлены: 

1) 7а с при 9=3.8=9 6='.. 

2) 0,8а(6 | с) при а=ь В='|, с=0,25. 
3) 3(а В) при _@=5, ВЕ, 5 


4) —758 при #=—2, у=1. 
5) 0,52а2йу при «= 100, = —8, у=— 8. 
88 54, 55. 


Вычислить следующие многочлены: 
6) 27% — #2 --57 —72--1. при <=( #=2; 
о, о = 10 
7. *- ал — @о’ 4 —а@ при #=5, а=8. 
8. Убедиться поверкою, что при х=2 многочлен: 
28 — 242 З5—5 


обладает свойством переместительности. 


9) Проверить при = равенетва: 


1) д — 2-8 5=- (—2%9 | 3%— 5), 
2) же —2й | За —5=2—5--(32— 2%), 


би Е 


10) Убедиться поверкою, что при х=2 два многочлена: 
А-З —Би — 2-27 — За Б 


дают числа одинаковые по абсолютной величине, но противэ- 
положных знаков. 


88 96, 57. 
Сделать приведение подобных членов: 


11) 596 -- Та ++ а. 

12) раз | За -- 0,Заая. 

18) а’ -- За Нав -- а 

14) 22 — 5ху — 829 — ЗЛ ту — 0,25. 

15) а-| 8илу’ — 4/ ту 

16) а — 8тоу -- 4 тат. 

17) 5 — Та -- Та? -- #6 — 24? — ва? | а — 1208 + 
-- За. : 

18) 27 — 4а2* — 25 -- 297 + Бал — 242 -- ай — Тай 


88 58, 59. 


Решить следующие уравнения; 


19) 5 3=7--4% 

20) 49 —8=2у-1 5. 

21) 55 —З=э-Е5 2х. 

22) 3% — 8% 10 65=4% —12 + 8х. 
23) —8х --105 —20 —75='/х— 5543. 


ГЛАВА Н, 
Алгебраическое сложение и вычитание. 


60. Что такое представляют собою „алгебраиче- 
ФЕне“ дейетвия. В арифметике действия производятся вад 
числами и в результате действия получается одно новое чиела. 
В алгебре действия производятся над алгебраическими вы- 


Б* 


к = 


ражениями и в результате получается новое алге браяче- 
ское выражение. Напр. сложить два выражения: 


а Биа—6 
значит прежде всего укавать сложение посредством принятых 
в алгебре знаков: 


(@+ + (@а—5 


и затем, если возможно, преобразовать полученное после лакого 
указания алгебраичеекое выражение (его можно назвать суммою 
двух данных алгебраическях выражений) в другое выражение, 
более простое. Так, сумму (а-Н)-- (@ —6) можно преобра- 
зовать так: 


(а) | («—В=а-ь- а—В=2а4. 


Подобным образом, умножить одночлен За на одночлен 298 
зиачит, во-первых, указать умножение принятым в алгебре снособом: 


(3а) (2а°) 


и, во- вторых, преобразовать, если возможно, полученное новое 
алгебраическое выражение (его можно назвать произведением 
хвух данных одночленов) в другое более проетое. В нашем при- 
мере такое преобразование вынолняетея тах: 


(За) (243) =3а2%*=3.2 (аа) = ба". 


Какое бы число буква @ ни означало, численная величина 
выражения (34)(24°) всегда равна численной величине выражения 
ба“ т. е. эти выражения тождественны. : 

Таким образом, алгебранческое действие состоит в указании 
этого действия принятыми в алгебре зиаками и в преобразовании 
полученного нового алгебраического выражения в другое, тож- 
дественное ему. 

61. Сложение одночленов. Пусть требуется сложить 
жесколько одночленов: За, —56, -|-0,2а, — 76 ис. Их сумма 
выразится тах; 


За (— 56) (40.24) + (—- 76) в 


ом 


Но выражения: -|- (— 55), + (+ 0,24) и + (-—76) равносильны 
выражениям: — 56, -|- 0,2а и — 7$; поэтому сумму данных одно- 
членов можно переписазь проще так: 


За— 56 -- 0,2а —76 с 


что, после приведения подобных членов, дает 


Эберт с, 


Правило. Чтобы сложить несколько одночленов, достатечиа 
написать их один за другим с их знаками и сделать приведекез 
подобных членов, если они окажутся. 

62. Сложение иногочленов. Пусть требуется к какому- 
нибудь алгебраическому выражению, которое мы для краткости 
обозначим одною буквою эт, прибавить многочлен а—В--е 
Искомую сумму можно прежде всего выразить так: 


т -- (@а— В с). 


Чтобы преобразовать это выражение, примем во внимание, 
что многочлен @ — 6 -|- с представляет собою сумму а + (— Вс, 
= чтобы прибавить сумму, достаточно прибавить важдое слагае- 
мое одно ва другим; поэтому: 


т ев -о=и ес 
что, согласно формулам двойных знаков, можно переписать так: 
т -|- (а В с)=т авс. 


Правило. Чтобы к какому-нибудь алгебраическому выра- 
вевию прибавить многочлен, достаточно приписать к этему вы- 
ражению вое члены многочлена один за другим с их знакаюь 
(при чем перед первым членом многочлена, еели перед ним ве 
стоит никакого знака, надо подразвумеваль знак --) и сделать 
призедение подобных членов, если они окажутся. 


Пример: 39° — 506 - В -|- (46 — № + 7а?) 


о: = 


То, что мы обозначали сейчас одной буквою т, дано нам 
а этом примере в виде многочлена За’ — 56 --6 ?, Ирименяя 
указанное правило, найдем: 
За — баб + + (446 — В + 74) =3а' — 546 4—9 -- 
{- Та? = 104? — ав. 


Замечание. Если данные для сложения многочлены ©о- 
держат подобные члены, то слагаемые полезно писать олно пел 
другим так, чтобы подобные члены стояли под подобными, напр- 


"За? -— Чар -- 208 
— 54 + Таз —® 
3 аа? — Зах -- 0,3а^ 


— прай -- 4 „Фе -- 1,84 


63. Вычитание одночленов. Пусть требуется нв одно- 
злена 1002% вычесть одночлен — 34%. Искомая разность выра- 


= 1025 — (—34'5). 


Согласно правилу вычитания, вместо вычитания —— ЗяР 
можно применить прибавление числа, противопеложного числу 
— Зах. Такое число есть -|- 39%, поэтому: 


10925 — (— 39252) = 1045 + (- 892) = 10475 -- Зах = 13а5. 


Правило. Чтобы ив какого-нибудь числа вычесть одночлеч, 
дезтатотно к уменьшаемому приписать вычитаеный одночаси 
з нротизоположным знаком и сделать приведение подобных чле- 
наз, вели они окажутся. 

64. Вычитание многочленов. Пусть требуется из ка- 
вег9 нибудь алгебраического выражевия т” вычесть многочлен 
а-—Ь | с, что можно обоввачить та: 


т — (@— 6-го). 


Длл этого достаточио прибавить к т число, прогивонолож- 
вое чяслу @—В--с. Такое число есть —а-- 6 — с; значит: 


т— (ав Ро=т- (2 «5—5 


И = 


Применяя теперь правило сложения многочленов, получим: 


т — (а— Вс) =т—@-о— с. 


Правило. Чтобы из какого-нибудь алтебраическото выра- 
жения вычесть многочлен, достаточио к этому выражению при- 
инсать все члены вычитаемото многочлена с противоположными 
злаками п сделать приведение подобных членов, если они окажутся. 

Замечание. Если требуется вычесть из одного многочлена 
другой многочлен и в этих многочленах есть подобные члены, 
то вычитаемый многочлен полезно писать под уменьтаемым, пе- 
ременяя знаки у вычитаемого многочлена на противоположные. 
Напр: 

Та — арм 
25046-20 


24*— 646-36? 


{ в зычитаемом многочлене верхние знаки поставлены те, какие 
были заданы, а внизу они переменены на противоположные). 

65. Раскрытие скобок, перед которыми стоит 
ЗНАБ Г или— .Пусть в выражении: 


2а--(а—З6- с) — (24—96) 


требуется раскрыть скобки. Это надо понимать так, что 
требуется над многочленами, стоящими внутри скобок, произвести 
тэ действия, которые указаны знаками, стоящими перед скобками. 
Ирсизнодя сложение и вычитание по данным выше правилам, 
получим: 


2а--а—35--с—2а-{- 5—9 =в—9%—6с. 


Из правил сложения и вычитания многочленов следует, что. 
раскрывая скобки, перед которыми стоит внак-|-, мы 
не должны изменять знаки внутри скобок, а рас- 
крызая скобки, перед которыми стоит внак—, мы 
должны перед всеми чхенами, стоящими внутрп 
скобок, переменить знаки на протнвоположные. 


и ое 


Пусть еще требуется раскрыть скобки в выражения: 
10р— [Зр--(5р—10)—4]. 


Для этого всего удобнее раскрыть сначала внутренние 
скобки, а потом и внешние: 


10р— [Зр- 5р—10—4] = 10р—8р—5р--10--4 = 2р-- 14. 


66. Заключение в скобки какой-нибудь части 
многочлена. Для преобразования многочлена иногда бывает 
полезно заключить в скобки совокупность некоторых его членов, 
причем перед скобками иногда желательно поставить -{-, т. ©. 
ивобравить многочлен в виде суммы, а иногда знак —, Т.. ©. 
изобразить многочлен в виде разности. Пусть, напр. в много- 
члене «+В — с мы желаем заключить в скобки два последних 
члена, поставив перед скобками знак -|-. Тогда пишем так: 


авс =в- © — 5), 


т.е. внутри скобок оставляем те же знаки, какие были в данном 
многочлене. Что такое преобразование верно, убедимся, если 
раекроем скобки по правилу сложения; тогда получим снова 
данный многочлен. 

Пусть в том же многочлене требуется заключить в скобкя 
два последних числа, поставив перед скобками знак минус. Тогда 
напишем так: 


а — с=а— (— 6-е) =в — (©—%5), 


т.е. внутри скобок перед всеми членами переменим знаки на про- 
тивоположные. Что такое преобразование верно, убедимся, если 
раекроем скобки по правилу вычитания; тогда получим снова 
даниый многочлен. 

Замечание. Введение в алгебру отрицательных чисел поз- 
золяет нам, прин заключении в скобки какой-нибудь части мно- 
гочлена, не стесняться вычитавием ббльшего числа из меньшего. 
Так, равенства: 


а — с=а-| (6—6) на 6 — с =а— (е—%) 


ОЖ — 


остаются верными м тотда, когда Ь>с, и тогда, когда В < 6, 
и тогда когда 6=с. Напр: 


10—2--5=10— (2—5) =10— (—3)=10-48=1$3; 
10—8-5=10- (5—8) =10 + (—3)=10—3=7. 


Упражнения. 


8 62. 
24) А--(&—у—2). 
25) (2т'— 3) -|-(8—т*) 
26) (54--38—26) + (25—9а-1-56), 
27) (565—293) (2--34—2)—(75—у—1). 
28) (и--2ти-р-и?)-- (ий — 2тв- п?) {+ (ти), 
29) (54—44 --7Та—5)--(24*— За Ба—8)- (в*—За--7). 
80) Сложить три многочлена; 32—47 25—1, 25—34 


и 27—21 424-347, подписав их один под другим. 


31) То же: 49—5аЪ-- 75—96, — 243|-4а% в — 4, 


8а6’—10а%-- 6ва-- 1085. 


$ 64. 
82) А—(т—я—р) 
33) 18—(%--Т). 
84) 40—(—5-2а). 
35) (24° 4р--8)— (Бр 7), 
36) (627--52-4)— (227-342). 
37) (За-—з6--с)—(а--25-—‹«). 
38) За —(2--55— с). 
39) 4—у—22—(45—5у— 62). 
40) (2а—36) —(3а—45)—(а--5)—(«— 35) 


Упростить выражение: 


41) х= (24° — 2 --6') — (@-НЙ — 46°) — (@—2И"—@+ 


4+-(3а 4—3?) 


м № 


$ 65—66. 


Раскрыть скобки и упростить: 

42) «| 2—@—5)|. 

43) т—п— [т--(т—п) |3}. 

44) 2а—(25—а)—в—6—(%—24а)]. 

45) а {а—[а—(а—1)]. 

46) а 6-—с— [в—(6—с)| [+ 6—в)—(а-—-с)|: 

47) ео (с—а @)|--[с—@— а)|-—[с—(а--5}]. 

48) (327—4"') —(#—2у- ий )-Н[2ай-- 2-Е (-—4жу-- 35”) 

49) В многочлене а—5-—©--@, не изменяя его численной 
величины, 1) заключить в скобки три последних члена, поставив 
неред скобками знак—; 2) заключить в скобки два последних 
члена, поставив перед скобками знак --; 8) заключить в скобки 
хва средних члена, поставив перед скобками знак —. 

50) Многочлен 52—37 --—1 представить в вяде сумиы 


(5*—82)--( ) 
а 
Что надо написать внутри вторых скобок? 
51. Тот же многочлен представить так: 
5%-—( ) 
Что надо написать внутри скобок? 


Рентять уравнения: 


52) 55-— (82— [16—62—(4—52)]} = 
58) 50—(82—2)4(8#—4) = 4) 


ТЛАВА ПЦ. 
Алгебраическое умножение. 


67. Умножение степеней одного и того ке чиела. 
Пусть надо умножить 4* на 4“, что можно обовначить так: а“. 
Чтобы преобразовать это выражение, примем во внимание, что &* 
эсть произведение ава, а для того, чтобы какое-нибудь чнело умно- 


— и _- 


жить на произведение, достаточно это чиело умножить на пер- 
вого сомножителя, полученный результат умножить на втореге 
сомножителя и т. д. (8 39.4); поэтому: 


аа? = а* (ааа) = ‘ааа = аааааса = ай 
Правило. При умножении степеней одного и того же 
числа показатели их складываются. 
Примеры: 1) 27=3+3—=4; 2) зу=реныи. 
68. Умножение олночленов. Пусть дано умножить: 
+ 34709с (— 59804). 


Так как одночлен — 545524? есть произведение 4-х сомно- 
жителей —5, 0,5’ и 4, то достаточно умножить множимое на 
первого сомножителя 5, результат умножить иа второго сомно- 
жителя 2 ит д Значит: 


- Зе (— 574?) = + 3а?65с (— 5) а. 


В этом произведении, пользуясь сочетательным  свойствою 
умножения, сгрупнируем вомножителей в такие группы: 


(-- 3) (— 5) (©4°) (517) сё. 
Произведя умножение в каждой группе, получам: 


— 15а едР. 


Правило. Чтобы умножить одночлен на одночлен, досто- 
точило перемножнть нх коэффициенты, сложить показателей одь 
наковых букв, а те буквы, которые входят только во иножииоь 
или только во множитехя, перенести в произведение с их пох? 
зателяни. 


Примеры: 1) 0,7095 (За 2’) = 21 лу. 
2) (ета = ай (1), та) = Ут, 


3) — 3.5а%и (39°) = — "абу. 


—. МИ 


69. Учноженяе многочлена на какое - нибуль 
злгебраическое выражение. Пусть дано умножить мно`о- 
член «1 6—с на какое-нибудь алгебрамчеекое выражение, ко- 
хорое мы обозначим одною буквою 1: 


‘аРе—ст 


Многочлен а В—с есть сумма относительных чисел, 
в именно: 


а-Ры- (— с). 


Но, чтобы умножить сумму, достаточно умножить каждое 
слагаемое отдельно и результаты сложить значит: 


{а —от=[а Е - (— с) т = ат -- фт Е (—©т. 
Но (—с)т= — ст и -+ (— 0%) = — ©%, поэтому 


(а — е) м = аа Ъю — ем. 


Правило. Чтобы уншножить многочлен ка какое-нибудь 
зятебраическое выражение, достаточно умножить на это выраже- 
хне каждый член многочлена и полученные произведения 020- 
Е ИТЬ. 

Так как произведение не изменяетея от перемены мест 
еонножителей, то это правило нрименимо также и Е умножению 
какого-либо алгебраического выражения ‘на многочлен. 


Пример. (32° — 2а7 -- 592 — 1) (— 4977). 


Здесь алгебрическое выражение, на которое требуется умно- 
жить многочлен, есть одночлен; поэтому умножение членов мно- 
гочлена на этот одночлен мы можем производить по правилу 
умножения одночленов: 


(32”) (— 4%) =—-1 207%; (— 227) (— 4 = | За; 
(-{ 522) (— 4в92*) = — 2004; (— 1) (—49#) = + 4@ 7. 


Искомое произведение будет; — 124°2° -- Ва — 209% -- 
-4 499. 


ел ем 


Примеры: 


1) (2—4 -- №) З3а=а7 (3а) — (0%) (3а) -- в (3а) =3а@ — 
РОО | За. 


2) (72 Зах — 0,3) (2,102) = (728) (2 Ла?) + баз). 
(2,1472) — (0,3) (2,122) = 14,Тайай -- 1,57 5097 — 0,63 а?х. 


90. Умножение многочлена на многочлен. Пусть 
дано умножить многочлен а--В—с на многочлен й—е, что 
можно выразить так: 


(@ 6 — с) @—е). 


Рассматривая множителя 4—е, как одно алгебраическое 
выражение, мы можем применить правило предыдущего пара- 
графа, и тогда произведоние наше преобразуется в такой мно- 
гочлен: 


а (а —е) +6 (4—е —с (@— с). 


Рассматривая леперь выражение 4 —е, как многочлен, мы 
можем опять применить правило предыдущего параграфа и тогда 
получим: 


а(Я@— е) =в4— ав; 6(4— е) = — 8; с(а— в =@— ве, 
След.: 
“а—е + (а—е) —с(а—е=аа— а | ($4 — 3) — (са —се} 
Наконец, раскрыв скобки, окончательно найдем: 
(а+Ь — е) (4—6) =а4 — ае +04 — ве — са + се. 


Правило. Чтобы умножить многочлен на многочлен, до- 
статочно унножить каждый член первого многочлена на каждый 
член второго многочлена и полученные произведения сложить. 

Бонечно, при умножении членов первого миогочлена ва 
члены второго многочлена нужно руководиться правилом знаков: 
одинаковые знаки дают -|-, разные знаки — . 


Пример. (1* — 506 + — 3) (а° — За №). 


ее 


Унмвожям сначала все члены множимого на 1-й член мно- 
э\нтеля: 


{@ — Ба РР? — 3) *=а? — 5% -- 60° — За. 


Залем умножим все члены множимого на 2-й член мно- 
жителя; 


(4 — Ба6 + № — 3) (— Ва) = — За? - 154768 — За" | 94°. 
Далее умножим на 8-й член множителя: 
(а — Ба -- й— 3) (+ 53) =@8 — Бай ЕВ — 39. 
Наконец, сложим все полученные произведения и сделаем 
зкриведенне подобных членов; окончательный результат будет: 


а — 54% — 247 — Заз -- 164263 — 8а* -- Эа Е — 38. 


Замечание: Чтобы при умножении многочлена на много- 
член не пропустить ни одного из произведений членов, полезно 
„всегда держаться одного какого-нибудь порядка умножения; напр. 
как это мы сейчас делали, умножить сначала все члены мно- 
жиного на 1-Й член множителя, затем умножить все члены на 
З-чзен множителяли т. д, 


Примеры: 


1) (<—Б (п—п—р=т— Чт — вм —ар- р. 

2) (7—9) вНу=я—Фм + 9у—у'. 

3) (Зап -- 2? — 44?) (п* — Бан) = Зал? -- 2 — 4? — 
— 15а? — 1008 - 20098 = — Тат? + 21% — 197’ -- 20а“. 

4) (2—3) = (2—3) (2 —3)=(2%)} —3 (24) — 
— (24*)3 -- 9 =4а^ — ва? — ва’ | 9 =4а* — 12а? - 9. 


91. Расположенный многочлен. Расположить много- 
член по степеням какой-нибудь буквы значит, если возможно, 
нанисать его члены в такой последовательности, чтобы показа- 
хели этой буквы увеличивались или уменьшалиеь от первого 


—_ т. 


члена к последнему. Так, многочлен 1 -- 25 -|- 37 — — 1,2“ 
расположен по возрастающим степеням буквы 2. Тот же 
многочлен будет расположен по убывающим степеням буквы х, 
эсли члены его напишем в о’рагном порядке; — 1/24 — 22 
3 29-1. 

Буква, по которой расположен многочлен, наз. главной 
его буквой. Член, содержащий главную букву © наибольшим по- 
пазателем, наз. высшим членом многочлена; член, содержащий 
главную букву с наименышим показателем, или не содержащий 
ее вовсе, наз. низшим членом многочлена. 

72. Умножение раеположенных многочленев 
всего удобнее производить так, как будет указано на следующих 
примерах. 


1. Умножить 8% — 5 | 77 —2#на2 — 82 | х 
—9* | 77 3—5 
— Я - 542 
827 — 562 — 2427 - 4057 
— м1 19-1 37—55 
— 279-147 | 65—10 


82 — 57 — 19 #—10 


Расположив оба многочлена по убывающим степеням буквы 
х, пишут множителя под множимым и под ними проводят черту. 
Умножают все члены множимого на 1-Й член множителя (на 
— 827) и полученное произведение пишут под чертою. Умно- 
жатют затем все члены множимого на 2-й член множителя (на--2) 
и полученное второе произведение пишут под первым так, что- 
бы подобные члевы стояли под подобными. Так же ноступают 
и далее. Под последними произведением (на -|- 2) проводат черту. 
нод которую пишут полное произведение, складывая вее отдель- 
вые произведения. 

Можио также оба многочлена расположить по возрастаю- 
щим степеням главной буквы и затем производить умножение 
в том порядке, как было сейчае указано. 


П. Умножить а -|- 5а— 3 на @а°-|- 24 — 1. 


> ое 


Здесь во множимом недостает одного промежуточного члена 
(есдержащего @”); тогда при расположении действия лучше оста- 
выть пустое место для более удобного подписывания подобных 
членов: 


аоть Баз 
@ --2а —1 
а -- 543— 34? 
+ 24 -- 10а — ва 
— — 5а--3 
а? -- 2а* -|- 4а* -- Та’—11а- 3 


3. Высший и низший члены произведения. Из 
рассмотрения примеров умножения расположенных многочленов 
следует: 

высший член произведения равен произведе- 
нию выешего члена множимого на выеший член 
множителя; 

низший член произведения равен произведе- 
нию низшего члена множимого на низший член 
иножи теля. 

Остальные члены произведения могут получитьея от соеди- 
нения нескольких подобных членов в один. Может даже елу- 
читьея, что в произведении, после приведения подобных чзе- 
вов, все члены уничтожался, кроме первого и последнего (вые- 
шего и низшего), как это видно из следующего примера: 


2 -|- аа? - ай | д а* 
а = 
2? -- ад" -|- а? -- а? + ах 
— 25 — 2 в — а 


а? » » з » = — 6® 
14. Число членов произведения. Пусть во множимом 
будет 5 членов, а во множителе $ члена. Умножив каждый член 
ивожимого на 1-й член множителя, мы получим 5 членов про- 


— 81 — 


изведения; умножив залем каждый член множимого на 2-й член 
множителя, мы получим еще 5 членов произведения и т. д, зна- 
чит, всех членов в произведении окажелет 5.3, те. 165. 
Вообще, число членов произведения, до соединения 
в нем подобных членов, равно произведению числа 
членов множимого на число членов множителя. 

Так как выеший и низший члены произведения не могут 
иметь себе подобных членов, а все прочие члены могут уничто- 
Житься, то наименьшее число членов произведения 
поеле приведения в нем подобных членов равно 9. 

15. Некоторые формулы умножения двучленов. 
Полезно запомнить следующие 5 формул умножения двучхенов: 

Т. Ввадрат сушны двух чисел равен квадрату первого 
Числа, наюе удвоенное произведение первого числа на второе, 
пзюс квадрат второго числа; 


те. (& + Б)? = а? + аъ +02. 
Действительно: (& -- 6) (@-Е 5) =а? + 26 + а Р=а-|- за ь 


напр. 17° = (10 -- 7 =10° 2.10.71 72 = 100 - 140-+ 
--49 = 289. р 


П. Квадрат разности двух чисел равен квадрату первого 
числа, иннус удвеенное произведение первого числа на второе, 
плюс квадрат второго числа; 

т. е. (в— 0)? = 2? — 2аЪ + 2. 


Действительно: (& — 0) (а — 6} =а* — 6 — 4 И =е— 2% 


напр.: 19° =(20 — 1} =20° —2.20.1- 1?=400 40+ 
ЗО, 


Ш. Произведение сумиы двух чисел на их разноеть равно 
разиости квадратов этих чисел; 


т. е. (+0) &— в =2— 1, 


А. Киселев. Азгебра. 6 


ыы р 
ХЛействительно:. (а -|- 6) (в —) = —%—И=е—Ы. 


Напр. 25. 15 =(20 -| 5) (20 — 5) =20? — 5*=400 —25= 
= 375. 


ТУ. Куб суммы двух чисел равен кубу первого числа, плюе 
утроенное произведение квадрата первого числа на второе, плюс 
утроенное произведение первого числа на квадрат второго, плюс 
куб второго чиела; 


т. е. (а + №)3 = а3 + За?Ъ + За? + №3 
Действительно: (а -- 6) (&-{ 5) (а«-- 6) =(@ - 24- №) (а-- = 
= 2 -- 24% -|- а? - @Ъ - 206? - 53 =@8 | ЗаЪ-- 
- За? | 68. 


Нан. 12°=(10-- 2} =10°--3. 10.243 .10. 2 = 
= 1000 + 600 + 120 -- 8=1798. 
Поверка: 12.12.12 =144 . 12=1728. 


У. Куб разноети двух чисел равен кубу первого числа, ми- 
нус утроенное произведение квадрата первого числа на второе, 
паюс утроенное произведение первого числа на квадрат второго, 
шинус куб второго числа; 


т.е. (а — 5) = а — За? Ъ + За? — 53 


Действительно: (@ — 6)}* = (а— 8) (а—®) = (а — 2а6-Н В). (а—в)= 
= 28 — 24% -|- 04° — в | 2а — 8 =0 — 30%-|- 
-{ За — в. 


Нацр: 19: =(20—1)*=20*'—3 . 20% 14-8, 20. = 
— 13=8000 — 1200 {- 60 —1=6859. 


Поверка: 19°=19. 19, 19=861 . 19 =6859. 


а 5 


96. Геометрическое истолкование некоторых ив 
указанных формул. Г. Отложим отрезок прямой АБ=а 
и киему приложим отрезок ВС=5; 
валем построим квадраты: АСРЕ 
и АВУК, которых площади будут 
равны (а 5)? и @. Продолжив 
прямые БВУ и КУ до пересече- 
ния с ЕД и СО, мы разобьем 
больший квадрат на 4 чаети, ко- 
торых площади будут: а’, №, фи 
ар. Значит: 


(ао =а Раб ® = : 
= а? ии Зав | (. Рис. №. 


1. Отложим АВ=аи из АВ вычтем БО-=5; затем по- 
строим квадраты АСЕ, АВЕК и КГИЕ, которых площади 
будут (&—6)}, а* и №. Продолжив СО до точки № мы получки; 
пл. АСРЕ= пл. АВЕК -+ пл. ЕКГМ — пл. СВЕМ — пл. ДОМЕ М; 


Значит; (а— В =@-И—4—Ф=«“— 26-8 


Рис. 19. 


1. Отложив (рис. 19) АВ =а, ВС =, Ар=аи РЕ=0. постровм 
прямоугольник АСУЁ и квадраты АБКО и ПЕМТ. Тогда: 
пл, АСТЕ = пл. АВКО-- пл. ВСУ№М— пл. РЕМИ —пл АММК, 


8 


В а 


Но прямоугольники ВСУМ и ГММК равны и потому их пло- 
щади в написанном нами равенстве взаимно сокращаются. После 
сокращения получим: 


пл. АСУЕ=ил. АВКО — пл. ДЕМГ, 
т, е. @-НЬ (&—В=е-ы 


Подобным же образом (посредством построения кубов) можно 
было бы геометрически истолковать и формулы (а--5)* и (а — 5}. 


#“. Применения. При помощи указанных формул можно 
иногда производить умножение многочленов проще, чем обыкно- 
венным путем. 


Примеры: 
| (4—1) = (48) — 2(44°), 1 = 164—801. 
2) (2-9) у—2)=(- у-д=у—а. 


3) Фут) @ уни =[ено-и [е+—и= 
= (1-25-11 — 92. 


4) (&«—65-|-с) (ав — с) = [«— 6—5] [а-+ 6—6] = — 
— (6— в =@ — (В — 26-е?) = — ес — 2. 


5) (2а-|-1)* = (2а}*--3 (2а}}.1--3 (2а). 12-18 = 8а*--12а?-- 
= ба-- 1. 


6) (1— 327} = 18—38. Ри (39) — (327) = 
=1 — 92*-|- 27% — 975, 
Упражнения. —э7 
8 68. 


54. (54753) (36%). 55. (ла) |, а). 
56 (0,345) (2,7а?6л?). 57. (776) (3а63с?) (1-е). 


р- 


эеь — 
. @/, тяу)®. 59. (2267. 
. (0,1 27/5)", 61. (/, ту). 
. (34866) (—*/, ас). — 63. (— 0,8 2) (—* = Е 
. (5а"®) (—та"). 65. (—/ ти 4) (— “1 тгу). 
. (— 0,2 а’). 
$ 69. 


- (@а—Ь-- 0) 8; (п-Е в — 2) 0,8; (2% — Зу -|- 2) 51. 
. (3« — 28° -{ 6) 2а6. 

‚ (ба — 40% -- 344? — 744%) ба. 

. 3476 (За*—4а?5- 6а6—4). 

©, 645) © #9 Ч, 8 — ав. 

. Упроетить выражение: (— му -|- у) 


+ (4 — 2-2) | (^ — ле у - Зхуа и показать, 
что оно тождественно с выражением: 


у (в Ру) угу д 2х (#2). 


Решить следующие уравнения: 


73. 
74. 
75. 
76. 
ТИ: 
18. 


79. 
81. 
83. 
85. 
87. 


89. 


7—5 в@—2)=5—3 (2-3). 

6 1—2) 4=3 (2—2) — 4. 

8 #1 2)—2 &—4)=21. 

10 [# 2-39 -—5]= Е а 
3 (2— 35) —2(55—1)—3—25=0 

0=3 (2 — 34) —1 (@— 3). 


$ 90. 
(@+—9(тр—».. 80. (2а — 6) (За -|- 58°). 
(&-|- '/56) (2а — 5). 82. (9 -- зи у)@— у). 


(2— пу) @ у). 84. (175— 89) (0,39 —1,)?. 
(22 -- 39) (32 — 29). 86. (у— и а ЖЕ = 
(г о. (2—1). 88. (7 1). 

(154? — 108) (За —2%) — (4а*— ' 58) (ба — 95) 


— 86 — 


$ 12. 


90. Расположить следующие многочлены но убывающим сте- 
некям буквы х и сделаль их умножение: 


245 -|- 627 -- 22 -|- 60 и 125 — 627 -- 12 4 22 


91. Расположить следующие многочлены по возрастающим 
стеленям буквы д и сделать умножение: 


4лу’ 2 -- 829 — 2229 | 16’ и — Зуд 


92. (я - 1) 

33. (а — За’ -- За? — 1?) (а -- а). 

94. (327 — 552у -- 42° — 93) (02 — 4лу #34). 
95. (4 — 296 | 06 — +) (5, 

96. (27 — 3% —5) (297 #8). 

97. (я - 7х — 4) (2 — 827 — 224 1). 

98. (2 — ал -- в — ве -- ав — (ера). 


8 93. 
99. В носледнем примере, какой будет высший и какой виз- 
ший член произведения? Как их получить? 


$ 14. 


100. В том же примере какое число членов в произведения 
до соединения в нем подобных ‘членов? Какое чиело членов 
остается после приведения подобных членов? Почему в про- 
изведении не может быть меньше двух членов? 


$ 95. 


101. (2-- У); поверить: 1) при #=3, у=9; 
2) при #='/, у=1, 


102. (а-- 1)* 

103. (1 -- 2а)}?. 104. #9}. 
105. (2% + 3}. 106. (2% -- 8а)* 
107. (347 -- 27}. 108. (За -- 1)2. 


109. (От -- 5). 110. (да +1, а) 


п, 


111. 


113. 
115. 
117. 
119. 


121. 
128. 
125. 
126. 
127. 
128. 
129. 
181. 
138. 


135. 


(0,Зах -|- ® зима. 112. (т— ")& поверить: 
1) пи т=5, и=8; 
2) прит='/, ®='|,. 

(5а— 2% 114. (8 — 2а). 

(За —1/}. 116. (т -| 3%). 

(3а7х — 4ву}. 118. (0,2 —?/)}. 

(17 — 31/5). 120. (т-- я) (т —”); по- 
верить при т= 10, 

н—=2. 

(&-- 1) (@— 1). 122. (2а + 5) (2а— 5). 

(неа — в); 124. (2 -- а) (а—28). 

в с 2}. "1 56) (| м "| 50). 

6—1) @№.. 

(0,327 — 109) (0,85 + 109). 

(&-- 1}. 

(#— 2}. 130. (22-4). 

(22 — 52}. 132. (2а6 — 329}. 

(да? — 28°). 184. (Ча? 0,58. 


Пользуясь формулами для (а - В)’ и (а—6)', найта 


следующие числа: 


ОГ; 991% 96 57. 72; 89°. 


Что нужно добавить к следующим двучленам, чтобы сделать 
их квадратами суммы или разности: 


136. 
138. 
140. 


а’ -- 2а6. 137. @ +. 
927 | 4. 1839. 2 — 65. 
ао № Зав е. 141. 457—459. 


$ 19. 


Найти сокращенным путем следующие проязведения: 


142. 


148 
144 
145 
146 


ие о@— 1. 

(427 -|- у?) (2% -- у) (22 — У). 

(тв — р) в). 

[а-+ &-Но[е— 6+ 9]. 

[(@-- 9 -+С-- 9И@-+—@+9)} 


Упростить выражения: 


147. о=(а-- 5) -- (а—5)* 
148, у=(@-- 5) — (&— 5} 


Показать, что следующие равенства суть тождества: 


149. (@-- 5 = @— 5) 4 4. 

150. (#- 29)* — (и-| 24)=3(У’— 2”), 

151. 2(а-- 5)’ — 2(а—6)}=(а- 25} — (@& — 26) 
152. (2 — у) =(— 2}. 

158. 4(@-|- 2) (6 - 2а) =9 (а в} — (@—Ь)* 

154. (98 — 1) — 2(70 | 3—9) — 230 7 


Решить уравнения: 


155. (8-2) (3 —2) =(2 2) — (2 27—21) 
156. 24 — (а—2)?-| (2а — 2)? =0. 


ГЛАВА -1у. 


Алгебраическое деление. 


48. Деление степеней одного и того же числа, 
Нуеть требуется разделить: 


а8 


т 

Так как делимое должно равняться делителю, умноженному 
на частное, а при умножении показатели одинаковых букв скла- 
дываются, то в искомом частном показатель буквы должен быть 
такое число, которое, сложенное е 5-ю, составляет 8; такое число 
равно разиости 8— 5. Значит: 


Ба „Фа 


К 


Правило: При делении степеней одного и того же числа 
показатель делителя вычитается из показателя делимого. 

49. Нулевой показатель. Если при делении степеней 
одного и того же числа показатель делителя окажется равным 
бо делимого, то чаетное должно равняться 1; напр. 
Ф:@=1, нотому чо а=а.1. Уеловимея производить вычита- 
ние показателей и в этом случае; тогда в частном мы получим 
букву с нулевым показателем: @: а = а = а°. Конечно, 
этот Показатель не имеет того значения, которое мы придавали 
показателям ранее, так как нельзя повторить число сомножителем 
О раз. Мы условимся под видом @° разуметь частное от де- 
ления одинаковых степеней буквы а и так как это частное 
равно 1, то мы должны принимать а° за 1. 

Замечание. Букву с нулевым показателем, как равную 1, 
мы можем приписать ко всякому выражению в виде множителя 
или делителя; напр., располагая многочлен | 7 — 42° | 35-242 
по степеням буквы 42, мы можем член -|- 7 рассматривать, ках 
произведение -|- 75° и писать: 22 — 447 -- 8% -+- 749. 

80. Деление одночленов. Пусть дано разделить 127050243 
на 44/4, что можно обозначить так: 


(12бтса?) : (44199). 


Впрочем, ради краткости писания скобки в подобных обо- 
значениях принято опускаль. Соглаено определению деления 
частное, будучи умножено на делителя, должно составить делимое, 
Поэтому У искомого частного коэффициент должен быть 12 : 4, 
т. е. 3, показатели бувв 4 и 6 получаются вычитанием из показа- 
телей делимого показателей тех же букв делителя; буква с должна 
перейти в частное со свопм показателем, а буква @ совеем не 
должна войти в частное, или что все равно-—войдет в него 
с показателем 0. Таким образом: 


12а Ре : 49088 = За Ре? = За? 
Поверка: За? . АайЗ = 1Зое В. 


Правило: Чтобы разделить одночлен на одночлен, доета- 
точно коэффициент делимого разделить на козвфициент делителя, 


00 


#3 показателей букв делимото вычесть показателей тех же букв 
делителя и перенести в частное без изменения показателей то 
буквы делимого, которых нет в делителе. 


Примеры: 


1) Зло : Ат = 8 тива® = 8/ дит. 
2) —аллу’ : аду = — в абаду = — Л абу. 


81. Признаки невозножности деления одночле- 
нев. Таких признаков можно указать два: 

1) Когда в делителе есть буквы, которых нет в делимом. 

Нанр., нельзя разделить 442 на, 2ас, так как всякий одно- 
член, умноженный на 2ас, дает произведение, содержащее 
букву с, а в нашем делимом такой буквы совсем нет. 

2) Когда показатель какой-нибудь буквы в делителе больше 
вохазателя той же буквы в делимом. 

Напр., деление 104%’: 5468 невозможно, так как всякий 
однечлен, умноженный на 50°, дает в произведении такой одно- 
член, который содержит букву $ с показателем 3 или © показа- 
телем, бблыпым 3, тогда как в нашем делимом эта буква 
стоит © показателем 2. Если бы мы попробовали применить пра- 
вило © вычитании показателей и в этом случае, то для буквы 6 
мы получили бы отринательного показателя (-'), а степени 
© отрицательными показателями мы пока не рассматриваем (о 
таких степенях мы будем говорить в конце нашей алгебры). 

Когда один одночлен не делится на другой одночлен, то 
частное может быть только указано посредством знаков деления; 
тав, частное от деления 4476: 2ас может быть указано: 


4975 


или так: 497 : Зас, или так: БЕ - 


Такие частные могут быть иногда преобразованы (упрощены}; 
мы ознакомимся © этими преобразованиями, когда будем говорить 
0б нлгебранческих дробях. 

82. Деление инегочлена на какое-нибудь алге- 
брзическое выражение. Пусть требуется разделить много- 
член @-- —с на какое-нибудь алгебрамческое выражение, ко- 


О 


торое мы обозначим одною буквою т. Искомое частное можно 
обозначить так; 
а+-Ь—е 
а-6—с):т ли = == 
(@6— с) и = 
Желая преобразовать это выражение, вепомним, что при 
умножении многочлена, на, какое-нибудь алгебраическое выражение 
достаточно умножить на это выражение каждый член много- 
члена отдельно; поэтому можно ожидаль, что для деления много- 
члена на какое-нибудь алгебраическое выражение достатечно 


разделить на это выражение каждый член многочлена отдельно, 
т.-е. что 


Са те и. | мы 
т Е т 7% т 
в ь с 
Й действительно, если многочлен >; — —__ умножим 
т 2 
иа т, то нолучим: 
а [: с ) а ь @ 
(+ а 7 = т „.т— —т=а-Ь— с. 


Мы получили таким образом делимое; значит, равенство 
которое мы выше написали, верно. 

Нравило. Чтобы разделить многочлен на какое-нибудь 
зятебраическое выражение, достаточно разделить на это выраже- 
вне каждый член многочлена и полученные частные сложить, 

Когда алгебраическое выражение, на которое делится много- 
член, есть одночлен, то деление членов многочлена на этот одно- 
член производят по правилу деления одночленов. 


Н 


Примеры. 
1) (204747 — Ва’? — ал* -- 34227) : Чай = Ба? — Заз Ча 
аа. 
2) (гу — 0,3 1): 29 =Члу — 015 аа 


88. Частное от деления одночлена на иного- 
член вне может быть выражено ни одночленом, ни многочленом. 
Действительно, если допустим, что частное от деления одночлена @ 


В 


на многочлен 6 -|- с —4 равно какому-нибудь одночлену или много- 
члену, то произведение этого частного на многочлен $ | с— 4 
дало бы тоже многочлен, а не одночлен а, как требуется дезе- 
нием. Значит, частное от деления одночлена а на многочлен 
Ь - с — а может быть только обозначено 


“ 
или так а: (В с— 4), или так: ЕР 


84. Деление многочлена на многочлен. Пусть 
требуется преобразовать, если можно, частное: 


(527 — 197 -- 175 -- 6—4) : (1—6 - 327). 


Налишем оба многочлена по убывающим степеням буквы х 
и расположим деление так, как оно располатаетея при делении 
целых чисел: 
6 — 1974 57-4 172—4 | 3% 51 


ЕТ 1022 27 52-4 
ее 3 _ И 
1-й остаток „ — 9х-- 37-4 175—4 
вех тя 157 8х 
2-й осталок „ — 12х21 20%—4 
ы 12 = 2054 
3-Й остаток. .. 0 


Предположим, что искомое чаетное. равно какому-нибудь 
‘многочлену, и что члены этого многочлена расположены тоже по 
убывающим степеням буквы х. 

Делиное должно равняться произведению делителя на част- 
ное. Из умножения расположенных многочленов известно ($ 73), 
что высший член произведения равен произведению высшего члена 
множимого на высший член множителя. В делимом выспгий член 
есть первый, в делителе и частном высшие члены тоже первые, 
Значит, 1-Й член делимого (65*) должен быть произведением 
1-го члена делителя (357) на 1-Й член частного. Стеюда следует: 
чтобы найти первый член частного, достаточно разделить первый 
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член делимого на первый член делителя. Разделив, находим пер- 
вый член частного 227. Пишем его под чертою. 

Умножим все члены делителя на первый член частного и 
колученное произведение вычтем из делимого. Для этого нали- 

ем его под делимым так, чтобы подобные члены стояли под 

: подобными, и у всех членов вычитаемого переменим знаки на 
обратные. Получим после вычитания первый остаток. Если бы 
этот остаток оказался равным нулю, то это значило бы, что 
в частном никаких других членов, кроме найденного первого, 
нет, т.-е. что частное есть одночлен. Если же, как в нашем при- 
мере, первый остаток не есть нуль, то будем рассуждать так: 

Делимое есть произведение всех членов делителя на каждый 
чзен частного. Мы вычли из делимого произведение всех членов 
делителя на 1-Й член частного; след., в 1-м остатке заключается 
произведение всех членов делителя на 2-й, на 3-Й и след. члены 
частного. Бысший член в остатке есть 1-й; высигий член делителя 
тоже 1-й; высший член в частном (не считая 1-го) есть 2-Й член. 
Значит, 1-Й член остатка (— 923) должен равняться произведению 
1-го члена делителя на 2-й член частного. Отеюда заключаем: 
чтобы найти 2-Й член частного, достаточно разделить первый 
член первого остатка на первый член делителя. Разделив, нахо- 
дим второй член частного—3л. Пишем его под чертою. 

Умножим на 2-Й член частного все члены делителя и полу- 
ченное произведение вычтем из 1-го остатка. Получим 2-й оста- 
ток. Если этот остаток равен нулю, то деление окончено; если зе, 
как в нашем примере, 2-й остаток не равен нулю, то будем рас- 
суждать так: 

Второй остаток есть произведение всех членов делителя на 
3-й, на 4-Й и след. члены частного. Так как из этих членов 
частного высший есть 3-Й, то подобно предыдущему, 8-й член 
частного найдем, если первый член 2-го остатка разделим на 
первый член делителя. Разделив, находим—4. Умножив на—4 вее 
члены делителя и вычтя произведение из остатка, получим 3-й оста- 
ток. В нашем примере этот остаток оказался нулем; это показы- 
вает, что в частном других членов, кроме найденных, не может 
быть. Если бы 8-Й остаток был не 0, то подобно предыдущему, 
надо было бы делить 1-й член этого остатка на 1-Й член дели- 
теля; от этого получилея бы 4-Й член частного, и т, д. 
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85. Вот еще некоторые примеры деления многочленов: 


1) 284^ — 13017 — 2602 | 160% | 727 - 26% — Бе 
„_ — 862 - 20622 427 — 3сх 
и У -- 15% 
‚ -- 667—155 
0 


с обратными знаками. 


2) 2— #1 —а 
пе а, би а НЮ 
„97 м--ал Роб - ах - а* 
9—9 
м м 0778 


978 — а 


пе ВВ 
оч Зы 
2897 — @2 


ь„ ах 
м в 
ет — & 


и 
0 


__ 


Подобным образом можем Убедиться, что разности: 2“ —9@, 
#— а, * —0.. (и вообще д” а") делятся без остатка на 
разность х—а, т-е. разность одинаковых стеленей 
двух каких-нибудь чисел делится без остатка на 
разность этих чисел. 

86. Признаки невозможноети деления иного. 
членов. Из описанного процесса видно, что деление иногочлела, 
на многочлен нельзя выполнить в следующих случаях: 

1) Если показатель главной буквы в высшем члене дели- 
иого меньше показателя той же буквы в высшем члене делитехя, 
потому что тогда нельзя получить высшего члена частного, 
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2) Если показатель главной буквы в низшем члене делимого 
меньше показателя той же буквы в низшем члене делителя, потому 
что тогда нельзя получить низшего члена частного. 

8) Если показатели главной буквы в выешем и низшем 
членах делимого не меньше соответственно показателей этой 
буквы в высшем и низшем членах делителя, то еще нельзя ска- 
зать, чтобы деление было возможно. В этом случае, чтобы судить 
0 возможности или невозможности деления, надо приступить к 
выполнению самого действия, и продолжать его до тех пор, пока 
окончательно не убедимея в возможности или невозможность 
получить частное в виде многочлена. Напр. 


109% —2% " |344 |2 —1 


+ 507 л 5 
ПВ За ЧЕ, Ау Пе 
— 248 -[ 5а? - За... Е 


ы 


54 1 2а--4 


Деление далее продолжать невозможно, так как За не де- 
литея на 94°. 


87. Правило деления многочленов. 


Расположив делимое и делителя по убывающим степеням 
главной буквы, делят 1-Й член делимого на 1-Й член делителя 
и полученный одночлен принимают за 1-й член частного. ‘ 

Умножают вее члены делителя на 1-Й член частного и 
произведение вычитают из делимого; от этого получают 1-й остаток. 

Делят 1-й член этого остатка на 1-Й член делителя и по- 
лученный одночлен принимают за 2-й член частного. 

Умножают все члены делителя на 2-Й член частного и 
произведение вычитают из 1-го остатка; от этого получают 


2-Й остаток. 


к и 


Делят 1-Й член этого остатка на 1-й член делителя и по- 
лученный одночлен принимают за 3-Й член частного. 
Г Продолжают так до тех пор, пока или в остатке не получится 
нуль (и тогда деление закончится), или пока не дойдем до такого 
остатка, у которого 1-й член не делится на 1-Й член делителя 
(тогда деление невозможно). 


Упражнения. 
88 98—80. 
157. 104':5. 158. 15:7. 
159. Зайу: 4. 160. 17а: (—ч?). 
161. 40: 298. 162. 104?; ва. 
163. ВаРалу: дах. 164. Зах: (— Баз) 
165. — 5 та? : тай, 166. — аа: (— ба”). 
167.3/, абс: Тайб?. 168. — 3,2122: 3) дЗубья. 
169. 6: (— аъ). 170. 10 («Е 6}:2 (а-- 5). 
171. 124"3:4 9%. 
8 81. 


Об‘яенить, почему невозможно деление следующих одночленов: 
172. 36:2 ас 4Валу’:бауг; 200%: 4902. 
173. За’0*с: 2406; З(а =): (аж). 

$ 82. 


174. (27аь — 12ас | 15аа): За. 

175. (4976 | баб’ — 12765) :3| а6. 

176. (36а? — 24а - 44429): 4айар. 
177. (За?у -- вау? -- За?у? — За) : Заз. 


88 84—87. 


178. (1827 — 545 — 57—97 —262-|-16):(3#—75—8). 
179. (м... — Ба? 1 4): (@— 32--2). 


А м 


180. (3425 — 154%* -- 6а322): (я — Баз - 29). 
181. (28 — ав): (2 ар ал - в р аз- в. 
182. (2 — в*):(& —а). 
183. (22 | а): (# | а). 
Найти частное и оетаток от деления: 
184. (—527 |- 47 — 351 2):(45 — За 1. 
185. (4 — Бр 2):(— № Е=- У. 
186. Убедитьея, что остаток от деления: 

(а -- бай 1 са 1 а е):(#—1) 
равен делимому, в котором х заменен на 1, т.е. оетатев 

=аьЬ-реа-е. 
187. Убедиться, что оетаток от деления: 
(2% — а? | Зах — №): — а) 


равен делимому, в котором 1 заменен на а т.-е. он равен: 
23а —@=0°. 


ГЛАВА У. 
Разложение многочленов на множителей. 


р 88. Укажем проетейшие случаи, когда многочлен может 
быть разложен на множителей. 
Т. Если вее члены многочлена содержат  вакого-небудь 
общего множителя, то его можно вынести за скобки, так ная 


ат  бт—ст=(а -- — бт. 
Напр. 1) 164085 —4а 77 =497(45-— ах). 
2) 9—2 39 =2(—25 +3). 
3) 4ж(а—1)-—3жща-—1) =(в—1)(т— 3»). 


А. Киселев. Алгебра. 
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П. Еели дан двучлен, представляющий собою квадрат 
олного числа без квадрата другого числа, 10 его можно заменить 
произведением суммы этих чисел на их разность, тах как 


“—#=(@-1 5) (а—5) 
Напр. 1) 25% — 4=(54)*— 2 =(5%- 2) (55 — 2 
2) и—1=У— Ри 1). 
Зи — = (и — (= (и? 2) (т? — ®) = 
= (и? -- *°) (т | *) (т — я). 
4) — 2—1 =[- (@— | [#— (#—1)|= 
={@- 2—1) (2—2 =ж%— 1. 


1. Если дан трехчлен, представляющий собою сумму 
квадратов каких-нибудь двух чисел, увеличенную или умень- 
шенную на удвоенное произведение этих чисел, то его можно 
заменить &вадратом суммы или разности этих чисел, так как 


И --2=(е2 5} 
и “| — 206 = (а — 6} =(06— а} 
Напр. 1) @-- 2а-Р1=@ + 24. 11а -в 1}. 


2) #*--4— 47 = 2—0 (2°.2)=(—2= 
=(2 — 27). 


3) —#-- 2527 -{ 0,01 =2547 -+ (0,1) —2.5. 0,12 = 
= (52 —0,1)*=(0;1 — 52). 


Г/. Иногда многочлен можно разложить на множителей 


посредством соединения его членов в некоторые 
группы. 


Напр: 1) ас -- аа -|- фе -- 4 = (ас -- ва) + бе ва) = 
=а(е + 9) Це-- а) = а)(&- 5. 
2) 12—45 — ЗА #= (12 — 415) — (32 —2)= 


=4(8 —2) —#(3 —2)=(3 —2)(4—2)= 
=(3—2)(2+-2)(2—92). 


3) 


ОО, = 


тж — Эти — = (т и — 2ти) —р= 


= (т — в) —Р=тр—в-- рт —в— р). 


=@-у— 3) (&—у- 3). 


4) ®— убий — (0 — вб--9) = — 
о-вов 6-9 


Разложить на множителей следующие выражения: 


[. 188. 

190. 

192. 

194. 
196. 
198. 


П. 199. 
201. 
203. 


205. 
207. 
209. 
211. 
213. 


215. 


11. 217. 
219. 
221. 


2283. 


225. 


Упражнения. 
$ 88. 

ао -Ё ас. 189. 
Ба’ — 398+ а. 191. 
байу— 9. 198. 
2? — Ту - 4474. 195. 
2% (2 -Р у) — 947. 197. 
4 (в—6)*2— 12 (а—6) 2. 

т — и. 200. 
1—@. 202. 
2—1 (на 3 мно- 204. 
жителя). 

— 942 25%. 206. 
0,014° — 9. 208. 
(& 160 —е. 210. 
9(@-Ё 25) — 1. 212. 
@—(6— с). 214. 
4 (а — у 216. 
я — ау 9. 218. 
та’. 220. 
эй -- 8в | 16. ох 
2 -- 4—2. 294. 
В 905. 226. 


82 -- 81 — 84. 
49;— 25. 

1226— 9? ваё* 
у у@ +9 
(2-2) —2 (2-2) 


ЕЕ 
да 
9 — 1627. 


и — 1. 

За? — 48а65. 

(2—9 —ч. 

а’ — (6-6). 
ус @- м. 
& — < (на 4 мно- 
жителя). 


эт? 2 -Р Этм. 
а’ — 406 -[ 45°. 
а. 
ат. 
НЕ ол, 1-8 
1* 
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227. 2527 -|- З0а2у 942. 228. 0,01 в'5*—0, 24-1. 
229. 58—20а76 -- 2045°. 

230. #12 @т1. 

231. (а 6-4 (ао). 

ТУ. 232. #1 2% И —е. 283. #— -- 2—6 
234. 7-20 1— 92. 285. т — и — 2% — 1. 
235. ах |- 6х -Р ау В. 287. ас — а 4 — №. 
238. ах -|- ау — 8 — В. 239. 8х — ЗУ -- ах — в 
240. в 1 6 — а—&. 241. 22 — Зу — За | 2. 
242. Ва? — 12—11 ва -- 27 (на 8 множителя). 

248. Ати + ху — 9х — Эту. 
211. ар — ву-- бо -- су — сх в. 


ГЛАВА \. 


Алгебраические дроби. 


39. Определение. Аатебраической дробью называетея 
частное от делекия двух алгебраических выражений в том елучав, 
вотда деление только указано. Так, выражения: 


а. а 6 2—5 
в: е—4’ Зы 


суть алгебраические дроби. В таких выражениях делимое наз. 
числителем, делитель ——знаменателем, а то и другое — 
членами дроби. | 

Алгебраическая дробь отличается от арифметической теж, 
что члены арифметической дроби всегда чиела целые и полонн- 
тельные, тогда как члены алгебраической дроби могут быть числами 
какими угодно, лишь бы знаменатель не равнялся нулю (так как 
деление на нуль невозможно). Напр., 3) есть арифмехическая 
дробь, тогда как чаетное = есть дробь алгебраическая. Так ках 


всякую арифметическую дробь можно раеематривать тоже как 
частное (но только от деления целых положительных чисел), те 
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монятие 0б арифметической дроби входит, как чаеть, в понятие 
9б алгебраической дроби. 

Причина, по которой частное от деления двух каких 
угодно чисел принято называть дробью, состоит в том, что вее 
свойства арифметической дроби, как мы это сейчае увидим, при- 
надлежат и этому частному. 

30. Целые и дробные алгебраические выразке- 
ния. Алгебраичеекое выражение наз. целым относительно 
чакой-нибудь буквы, если эта буква не входит в него делителем 
или частью делителя; в противном случае выражение наз. дроб- 
ным. Напр., выражение 
Ея 


2 
87 -- в 
есть целое относительно 5х, но дробное относительно а. Если го- 
ворят: „целое алгебраичеекое выражение“, не указывая, относи- 
тельно каких букв оно целое, то предиолагается, что оно целое, 
относительно всех букв, входящих в него. 

Всякое целое алгебраическое выражение можно представить 
в виде дроби, подписав под ним знаменалель 1; напр., За? можно 
изобразить так: г : 

91. Остовное свойство дроби. Величина дроби не изме- 
ЕиТСся, если 8 числителя к знаменателя умножим или разделии 
на одно и то же число (кроме нуня). 

з 


Возьмем, напр. дробь и и умножим ее чиелителя п знаме- 


яателя, положим, на—'/; тогда получим новую дробь: 


3/ в (—?/в) 
(—5). (--7/»)* 


Величина первой дроби равна °/; (—5) =—?];; найдем 
зеличину второй дроби: 


А оС А Е 
т В аа К С ру! | 155 В 


Мы видим, что величина взятой дроби не изменилась от 
умножения ее членов на—-"/.. 
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Чтобы доказать, что это свойство дреби общее, т.-е. что всегда: 


а ат 


$ 1’ 


все равно, будут ли числа а, Ь и т целые илн дробные, ноле- 
жительные или отрицалельные, будем рассуждать так: 


пуеть мы нашли величину дроби Ч т.-е. нашли частное 
от деления а наб; положим, это будет какое-нибудь чиело 9. Так 
как делимое равно делителю, умноженному на, частное, то мы можем 
написать равенство: ^ 
а=64. 
Унножим 0бе части этого равенства на число т, отчеге 
равенство не нарушится: 


ат =64т = а (т). 


Разделим обе части последнего равенства па фи, отчеге 
равенство опять таки не нарушитея (если числа $ и т не нули: 


т _ 9 т) 


фт рт 


Не умножение на п и деление на Бт суть действия, 
взванмно уничтожающиеея; поэтому последнее разенство можно 


переписать так: 
ат 


=04. 


ГУ 


Мы видим, таким образом, что величина дроби “”„ осталась 
та же самая, как и у дроби “ь; значит: 


в аш 
“= 


в ° 

Величина дроби не изменяется такжё и от деления ее членов. 
на одно н то же число, так как деление равносильно умножению 
на обратное число. 

Однако, чиело т не должно быть нулем, так как от умно- 
жения членов дроби на нуль мы пелучили бы выражение %, 
которое, как мы говорили раньше (8 41), равно любому числу: 
деление же на нуль невозможно. 
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замочание. Доказанное свойство дроби можно высказать 
другими словами тах: частное пе изменится, если мы 
делимое и делителя умножим или разделим на 
одно п то же чиело (кроме нуля). 

92. Приведение членов дроби к целому виду. 
Если случится, что члены дроби сами содержат в себе дроби, то, 
умножая их на выбранное подлежащим образом чиело или алге- 
браическое выражение, мы весгда можем освободиться от этих дробей. 


Нряиеры. 


З/ла, 5 За 
19) —; Умножим оба члена на 4; тогда получим 5: 


та та, и х 35а. 
2) 57-5 — 5; УМнОоЖим на 5 еее 18° 

2. р. 10т 
3) та } ео а ие 

аз —1 @22- м 
4) ——— (Нав). > И-М Ро 


1—1 


93. Перемена знаков у членов дроби. Переменить 
знак на противоположный перед числителем и знаменалехем 
дроби— это все равно, что умножить их на—1, отчего величина 
дроби не изменится. 


Так: 


Еели переменим знак перед каким-нибудь одним членом 
дроби и в то же время переменим знак перед самою дробью, то 
зеличина дроби тоже не изменится; напр.. 


—а +8 [22 [2 а 


ь ь в. 5 + 


(при делении минус на плюс и плюс на минус дают минус). 
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Этими свойствами дроби можно иногда воспользоваться для 
некоторого ее преобразования; напр. 


ии т. = (т | п) (т—п) т ыы 
я—т (т) = т--п а 


94. Сокращение хроби. Если числитель и знаменатель 
дроби имеют какого-нибудь общего множителя, не равного нулю, 
то на него можно сократить дробь. 


Примеры. 


Ся 
=> (сокращено на 447) 


Са" -| За __ 2282 - 49) _ 2 


929 + 12уз— зуВ2 ау) — в, (бОКращено на 82 -- 49). 


< 
| 
| 
| 
| 
| 
= 
| 


(сокращено на х-|-1 и ватем выесто деления на 2 поставлено 
умвожение на 1/)). 

95. Ириведение дробей к общему знаменателю. 
Для этого достаточно оба члена каждой дроби умножить на 
пронвведение знаменателей всех остальных дробей. Напр. 


в и НЕ ИР 08 
- В р вар? 6’ 0’ 
> а р Зе п.5т. 20  25.3т. Эр 3е. 8т. 5в 
7 зи’ 5%’ Эр За. 57.2’ Би. Зт. 2? Эр. т. 5 ? 
_ № апр _12 тр 45 сти 

* 30 тир ? 30 тир’ 30 тир” 
3) а ь. а(а—5) Ба+ь 
сны д («+ 6) (а-5)’ («-+8(а 
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Но иногда возможно найти общего знаменателя, бозее ирб- 
стого, чем произведение знаменателей всех отдельных дробей. 
Это возможно тогда, когда знаменатели, будучи разложены на 
множителей, содержат (все или только некоторые) каких-нибудь 
общих множителей. Напр. 


а? 29а? 5а* 


В ть’ 18 


Разложим знаменателей на множителей: 


3=3  15=35  18=2.8.8. 


Найдем наименьшее кралное чисел 8,15 и 18; это будет: 
2.3.3.5 =90. Теперь найдем дополнительных множителей, на ко- 
торые надо умножить каждого знаменателя, чтобы получить вместо 
него 90. Эти дополнительные множители будут: 90:3 =30, 90:15 =6 
и 90:18=5. Чтобы дроби не изменили евоей величнны, надо, 
конечно, и чиелителей умножить на те же числа, на которые 
умножаем знаменателей: 


(вад дробями надписаны дополнительные множители). 


а с а 
о Наим. кратное будет а5*; допоянительным 
множхателем: для 1-й дроби @аф, для 2-й Б и для 3-Й а: 
Ее е к 
Кр аь_ АСВ бе а ый аа 
о м’ 6 в’ м а 
Е у 8 г Я 
= г. . * Е, — Ь == а И |] 
) т а Так как а (а-- 56) (а ), 


то это и будет общим знаменателем: 


а--№ а—Ъ 
— — 
х ах | 6 у ву—ву 8 


а м’ аю — 2— в" 


| 
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96. Сложение и вычитание дробей. Шо правилу 
деления многочлена на какое-нибудь алгебраичеекое выражение 
8 82) мы можем написать: 


абс от [1] в а—6в а Ь 


РО в 92% 2% ИО НО 2% 


Читая эти равенетва справа налево, находим: 


1) чтобы еложить дроби е одинаковыми знаменателями, 
достаточно сложить их числителей и под суммою подписать того 
же знаменателя; 


®) чтобы вычесть дроби с одинаковыми знаменателями, до- 
статочно вычесть их числителей и под разностью подписать того 
же знаменателя. 

Еели данные для сложения или вычитания дроби имеют 
разных знаменателей, то предварительно их следует привести в 
одному знаменателю. 


Примеры. 


а с е аар + еБу- ва 
Е ея — 


За бя? Гы бт —25асп? 


2) 104% дам — 90ае ° 


25—2=2(5—1) доп. множ. =х-- 1 
2—2 =2(9—1)=3(-+-1)@— 1 5 1 


Общ, знам. = 2(2 -- 1) &— 1). 


Б результате вычитания, получии;: 


(2-1) — (2243) эл 8 22—2 1 


= ——_—_———_——————————_ы дд 


2(=--1)(2—1) —  а+ю(а-Ю ^ Жерар ^ од’ 
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94. Умножение дробей. Чтобы умножить дробь и» 
дробь достаточно умножить числителя на числителя и знамена- 
теля на знаменателя и первое произведение разделить на второе, т.е. 


Для доказалельства допустим, что 

а с , ' 

у = Чи; =9; тогда а=0 и с=44'. 
Перемножим левые части этих двух равенетв между собою 


и правые между собою; так как при этом мы умножим равные. 
числа на равные, то и результаты должны быть равны; след.: 


ас =64(94') = вау’. 


Разделим обе части этого равенства на 64, отчего равенство. 
не наруптится: 


а & 
значит: о = > г 


Замечаине. Докаванное правило применяетея п к провз- 
ведению трех или более дробей; так 


а с 


$3 
5 @ Г. 


асе 


ка 
Ё ва/` 


ы 
м 

38. Деление дробей. Чтобы разделить дробь на дробь, 
достаточно умножить числителя первой дроби на знаменателя 
второй и знаменателя первой дроби ка чиелителя второй и первое 
произведение разделить на второе; т.-е. 


В этом можно убедиться поверкою: умножив преднолагаемое“ 
частное на делителя, мы получим делимое: 


а 
ы 


с в 
"7 =-. = - (10 сокращении на са). 
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аа а а 
Так как , =`, °`„› ТО можно высказать другое правило 
деления: чтобы разделить дробь на дробь достаточно 
первую дробь умножить на обратную второй. 
99. замечание. Данные выше правила сложения, вызи- 
тания, умножения и деления дробей можно применять и к таким 


случаям, когда кавое-нибудь из данных выражений есть целое, 


. За? 25 За? 2х Заяб 2 Заб—2= 
Напр. =; т ТЕ а о а я т 
> 42 а 6 И а . я а 
С Се г ати о Е Го 


100. Освобождение уравнения от знаменателей. 
Нуеть нам дано уравнение, содержащее дробные члены: 


бл —1 7—2 3 2 
2 10 5 


Мы можем освободить это уравнение от знаменателей такви 
©бразом. Обратив 63, в неправильную дробь %/, приведем все 
члены уравнения к общему знаменателю: 


255 —5 12—2 66 55 
10 ю юю 


Теперь умножим обе части уравнения на 10, для чего при- 
дется умножить на 10 каждый член уравнения. Тогда знамена- 
тель 10 сократится и мы получим уравнение без дробей: 


255—5 — (7—2) = 66 — 5х. 


Для избежания ошибки мы заключили двучлен 7% — 8 
в скобки, чтобы показать, что знак минус, стоящий перед 7х, 
‘относится ко всему этому двучлену (числителю второй дроби), а 
не к одному члену 72. Раскрыв эти скобки по правилу вычя- 
тания, получим уравнение: 


255—5-—12--2 = 66 — 5х. 


255 Т%-- 5х = 6615— 2; Ро — 60; 2—8 
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Таким образом, чтобы освободить уравнение от знаменателой,. 
вадо привести все члены уравнения к одному знаменателю и за- 
тем умножить их на этого знаменателя (другими словами, от- 


бросить его). 


Упражнения. 
$ 92. 


В следующих дробях сделать чиелителя и знаменателя це- 
зычи выражениями: 


2 0,Заь а? т 8 5 За» 
245. ре в: 246. три 236 247. дя :ь 
8% —\ 5а' — а — 1, Зал —1ь 
о ы ОЕ = 250. 

аЪ-ьт Ех НС тт 4х — хз 
251. >: 257. > 
$ 93. 


Переменить знажи у чиелителя и знаменателя следующих 
дробей: 


1—х — Заз 1—а @ — В -- ав 
Е ЗЕЕВЬЬ Е Е Е ЕВ бы 
253. в - 254. а Ъ: 255, э 5- 256. $ р = 


Не изменяя величины следующих дробей, поставить знак— 
перед дробыю: 


Е ЗБ АО т 

$ 94. 
Сократить следующие дроби. 
260.5. о Е 
264 о 26520. 266.29 67. =, 
о 
В. и. — ПН ЕеЬ, 


нь 
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8 95. 
Ууяны к общему знаменателю А дроби: 
4 х 4 х & 8 1 
214. р $’ Зи 4 4 = 215. к ЯР С: 
на. 89 а > 5у Заз 
2 ( 6. Чат 36: › Бе 2 7 * Заре? ‘атечу 


278. 24, = (указание: представить За дробью =). 


З а > 3х 
279. вр 3%, 55 (представить 3 дробью те 


280. А 2 т и 
282. 5, #9, 288. 5, 5 
284. ет ре т 285. ть р 
286. а. 287. ето. 
288. —. = ОЕ 289. ее Зе 
290. ить ан ау 291. о, я 

8 96. 
292. на. и 
294. +2 (изобразить 1 дробью --). 
295. = —. С 
296. ое тем, 297. #--->- (изобразить 2 дробью =). 
298. и 299 
300. 301. 1—2. 
302. о-в =, 308. В 
304 т РИТА, 


‘(ан — ж(х--1) (=--2) Е = 
305 За” 82—51. __ 2+2 3 
9 #3 $ 
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2? аб ь 
306. (а-55} — о в а ^ 
5 З 10 (5а2--2“) 
Ба че прЕдые С 
88 9%, 98. 
р 32\ . /10аб \ 1—а ‚№. Дарла . 45 83 
308, (— =) (>) 309. 58 1 310. 159? РУ. 
&--1 ж-2 2—1 1 1 
311. 21-я ° (2) 312. (#9) (2+5) 
аб Забей › дийбЗеь 
318. (+5) (› —#5} 814. отр Е Залунае 
1206 2 о. 21а 
315. тр : мой: 816. 81936°: в 
5 @--б ‚ Без бб» Е жу \. у 
о 
8 100. 
Решить следующие уравнения с дробными членами: 
РО а 320. 28 — 3,75. 
391. РЕ 18. 392. % к = = 
2—2 12 52—36 
323 3 Ре тотеаИ 
324. О = А ие т ры =. 
325 2—т ат _ 2х 


ап тот 


ГЛАВА УИ. 
Отношение и пропорция. 


101. Что такое отношение. Отнотелием двух одио- 
родных величин называется чаетное от двления первой величины 
на вторую. 

Таж, отношение веса в килограмм к весу в грамм равис 


1000, так как 


килогрази 
—__ 100 
грамм 
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а отношение длины в аршин к длине в сажень равно \| 


так как 
аршин 1 


сажень 3 


Должно заметить, что если первая величина больше второй, 
то это частное означает, сколько раз первая величина содержит 
в себе вторую (килограмм содержит в себе 1000 граммов); еели же 
первая величина меньше второй, то чаетное показывает, какую 
часть первая величина составляег второй величины (аршин ©0- 
ставляет 1/, часть сажени). Поэтому и в том, и в другом случав 
две величины, между которыми рассматривается отношение, должны 
быть однородны; если, напр, первая величина есть вес, то й 
ьторая величина должна быть вес, если первая длина, то и вторая 
дляна и т. п. 

Величины, между которыми берется отношение, наз. чле- 
нами отношения, причем первая величина наз. предыдущим 
членом, а вторая последующим. 

Еели величины измерены одною и тою же единицей и вы- 
ражены числами, то отношение их можно заменить отношение 
этих чисел. Напр. отношение двух вееов, один в 80 тр. а дру 
той в 15 гр. равно отношению чисел 80 и 15, т. е. оно равво 
частному 80:15, что составляет 5'/; равным образом, отношен 
угла в 80° к прямому углу равно частному 30:90, т. в 
дроби 1/.. 

Так как отношение есть частное (как и алгебраическая 
дробь), то оно обладает всеми свойствами частного (свойетвами 
алгебраической дроби); так, предыдущий член равен последующему, 
умпоженному на отношение (делимое равно делителю, умножен- 
вому на частное); отношение не изменится, если мы оба, члена 
его умножим или разделим на одно и то же число (не равное 
нулю) и т. п. Таким образом, если предыдущий член обозначим 
буквою @, последующий член буквою Ь и отношение между 
нями буквою 4, то можем написать: 


ыы =9 (или а:6 = 9); 
откуда: 
&. = 00 © = 
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102. Что такое пропорция. Равенство, выражающее, 
что одно отвошение равно другому отношению, наз. пропорцией. 
Таковы, напр., два следующих равенства: 


сажень _ неделя 
фут | день 
4:8 = 10:20 1) 


Заметим, что в пропорции могут входить величины разного 
рода, (как в первой из указанных нами пропорций), но в каждом 
отношении величины должны быть однородны. 

Пронорцию можно прочитывать различно; напр. вторую из 
приведенных выше пропорций можно прочесть так: 

отношение 4-х к 8-ми равно отношению 10-ти к 20-ти, или 
4 относится к 8-ми так, как 10 относится к 20; или: 4 меньше 
$-ми во столько раз, во еколько раз 10 меныпе 20-ти, 

Из четырех величин, входящих в пропорцию, первая и 
четвертая наз. крайними членами, вторая и третья—сред- 
ними членами, первая и трелья—предыдущими, вторая и 
четвертая последующими. 

Мы будем предполагать далее, что вее члены прэпорции выра- 
жены числами; такую пропорцию мы будем называль числовою. 

193. Основное свойство пронорции. Во веякой чнс- 
ловой пропорции произведение крайних членов равно произведению 
средних. 

Пусть имеем чиеловую пропорцию: 


а с 
ь а’ 

Каждое отношение можно рассматривать, как алгебраическую 
дробь, у которой чиелитель ееть предыдущий член, а знамена- 
тель — последующий член. Приведя две дроби, составляющие 


данную пропорцию, к одному знаменателю, получим: 


а с 
1) Французы пишут обыкновенно пронорцию так: $ = а немцы так: а:6 = 


==6:@, англичане: а:6::с:4. У нас пишут безразлично и так, как французы, и 
хак, как немцы (аиглийское писание у нас ие принято). 


А. Киселев. Алгебра. 8 
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Умножив обе части этого равенства на 4, найден: 


аа сб 
— 0 ===: 005 ме ==. 
т р = Ьа, е. ой = 66 

104. Следствие. Каждый крайний член пропорции равен 
произведению средних, деленному на другой крайний член. 

Каждый средний член равен произведению крайних, делен- 
ному на другой средний. 

Это дает нам возможность быетро решать уравнения, данв- 
ные в виде пропорции; напр., из уравнения: 

10 45 10.20 


— = с выводим прямо: — 45. 


4. 
= = 
х 20 з 


105. Обратное предложение. Если произведение двух 
чисел равно произведению двух других чисел, то из таких 4-х 
чисел можно составить пропорцию, беря еомножителей одного 
произведения за крайние, а сомножителей другого произведения 
за средкие члены пропорции. 

Пуеть, напр, нам дано равенство: 


ар = ва. 


Чтобы превратить это равенство в пропорцию, разделим обе 
его части на каждое из произведений: | 


ае, аа, 6с. Ва, 


составленных таким образом, что один из еомножителей взят из 
произведения аф, а другой из произведения. с4. Так как равные 
чиеда при деления на одно и то же чиело должны даль равные 
частные, то мы получим такие равенства; 


аб са а са 2. са @ ъ 4 
ас а аа оф ш&ш в вм фа’ 


[а 
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Эти равенства представляют собою те пропорции, которыв 
ножно составить, если сомножителей одного из данных нронзве- 
дений возьмем за крайние члены, а еомножителей другого про- 
изведения—за средние члены. 

Напр., из равенства 5х—3у можно вывести пропорцею 
и. у—8:0, ИЛИ: 88.5, ИЛИ у: 5:3 ит и: 

Следствие. Во всякой числовой пропорции можно пере- 
ставить средние члены между собою, крайние члены между еобою 
и ередние поставить на место крайних и наоборот, так как ог 
таких перестановок не нарушится равенство между произве- 


дениями крайних членов и средних. 


106. Геометрическое толкование основного евойства пропорции и 
обратного предложення. Предположим, что члены пропорции а: —е: 4 числа 
положительные. Бозьмем 4 отрезка прямой, измеряемые (в одной и той же едицице 
Дины) этими числами, и отложим их на сторонах прямого угла А4ОС так, как указано 
на чертеже. Проведя пряные 40 и В), мы увидим, что эти прямые параллельны 
между собою согласно геометрической теореме: „если на сторонах угла отзожим от 
его вершины пропорциональные отрезки, то прямые, соединяющие концы их, нарал- 
хельны“. Заметив это, построим прямоугольники ОА ин ОВРС и сравним их ило- 
шади между собою. Для этого проведем вспомогательиые прямые 42) и ВС. Треутоль- 
ники 4 ВД и ДВС (покрытые на чертеже шяри- 
хами) равновехдики, так как основание у них 
общее, именно ВЛ), а вершины А и С лежат 
на прямой, параллельной основанию. След., тр-ки 
ОАТ и ОВО (имея общую часль ОВГ)) также 
разновелики. а потому равновелики и прямоуголь- 
ники ОАНЛ и ОВЕС, поховнны которых суть 
три ОАЛ и ОВО. Площади этих прям-ков 
равны соответственно а и 66; след. аа =, 
т. е. произведение крайних равно пролзведе- 
нию средних. 

Обратно, если ай ==фе, то прян-ки ОДЕД 
и ОВЁО равновеликн, а потому равновехики и 
три ОЛД и ОВОС и, след, тр-ки ВОДА и 
300. Векедствие этого вершины А и С должны 
яежаль на нрямой, параллельной осиованию ВЛ, 
з тогда а:6 —=е:а. Черт. 20, 


107. Непрерывная пропорция. Среднее геометри- 
ческое. Пропорция наз. непрерывной, если у нее одииаковы 
оба средние члена. Такова, напр. пропорция: 


86:12 = 12:4. 


Повторяющийся член непрерывной пропорции наз. средних 
геометрическим числом двух остальных членов этой про- 
порции. Так, 12 есть среднее геометрическое чиело 36 и 4. 

8= 
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Пусть требуетея найти среднее геометрическое двух чисел 
а и В. Обозначив его буквой 2, мы получим пропорцию: @:5 = 
= %:Ъ, в которой произведение средних ест 27, а произведение 
крайних а; след., 2’ = аб. Таким образом, среднее геометри- 
ческое двух данных чисел есть такое третье число, 
квадрат которого равен произведению данных 
чисел. Напр. ереднее геометрическое чисел 25 и 4 ееть 10, 
потому что 10? = 25.4. 

Среднее геомехрическое потому наз. геометрическим (в отличие от среднего 
арифметическог 0, 0 котором мы сейчас скажем), что оно часто встречается В геометрии 
(напр., катех есть средяяя пропорциональная теличина между всей гилохенузой | 
придежащим к этому катету отрезком гипотенузы и пр.). 

1908. Среднее арифиетическое. Средним ариомети- 
ческим нескольких данных чисел наз. частное от деления суммы 
этих чисел на число их. Напр. среднее арифметическое 4 чисел; 
10, —2, —8 и 12 равно: 


10+(=Э + ЭР поаа Нан ея, 

4 4 4 я 
Среднее арифметическое ‘обладает тем свойством, что если 
ири сложении данных чисел мы заменим каждое из них средним 
зрифметическим, то от этой замены сумма не изменится. Так, 
сумма чисел 10, —2, —8и12 равна 12 и сумма 8 +8 3-8 
также равна 12. Положим, напр., что производительноеть фабрики 
в течении первых 4-х месяцев 1923 г., сравнительно с производи- 
тельностью ее в декабре 1922 г., повысилась: в январе на 10°/о, 


в феврале на— 2°/о, в марте на, — 8°/о (значит, в последние 2 месяца 


производительность понозилась) нп в апрель па--12°/о. Тогда можно 
сказаль, что среднее повышение производительности за эти 4 месяца 
составляет 3°/0 в месяц. Это надо понимать так, что производичель- 
ность фабрики в конце 4-го месяца оказалась такая же, какая 
была бы, если бы она повысилась в каждый месяц, одинаково, именно 
на 30/0 (сравнительно с декабрьской производительностью). В подоб 
ном же смысле говорят часто о среднем доходе, о средней скорости | 
движения, о средней плотности населения и т. п. Во всех таких выра- 
жениях подразумевается, что речь идет о среднем арифметическом. 
169. Свойетво равных отношений. Если два, три 
или более отношения равны между собою, то сумма всех прелы-_ 
дущих членов относится к сумме всех последующих, как какой-_ 


3 Е. 


небудь из предыдущих отноевитея к своему последующему; т. е. 
если 


а с е 
о ь 
то 
оо, И фа 
о-ачг+ ие - | 


Для доказательства обозначим величину каждого из данных 
отношений буквой 1, т. е. положим, что 


а с # 

о - а % м: 
Тогда: 

а=4, с= 94, ве= М... 


Сложив вее эти равенства почленно, найдем: 


аре-те-... = -- а + 1а-+... 


ае-е-{ .. =9(-ачГ-+.... 


Разделим 00е части последнего равенства на сумму 6 


ег... 


а ее 3 
ое Ч 
а с Е ь © О - 5 77 08 35 ы 
Нод = ь=Ш=х=..-; лед, ое В да о 


Задача. Разделить число 60 на, три части пропорционально 
числам: 5, Ти 8. 

Это надо понимать так, что требуется чиело 60 разбить на 
такие 3 части 2, у и 2, чтобы 2:у=5:7 иу:а = 7:8. Пере- 
ставив в этих пропорциях средние члены, будем иметь: 


к 


и 
= 5 


р 


откуда видно, что 


Но 
ху 2 = 60; 
след. 
60. о бе 
50 БО а ыеЬ. 
и потому: 
60.5 60/1 60.8 
= 15 = —— = # а) 
20 73 20 252 20 4 
Поверка: 


15-21-24 = 60 и 15:21 =5:7, 21:24 = 7:8. 


Упражнения. 


$ 101. 


326. Чему равпо отношение вереты к сажени? 

Чему равно отношение сажени Е версте? 

327. Найти отношение площадей двух квадратов, если 
сторона первого равна 5 ма второго 10 м. 

398. Отношение площадей двух учаетков земли есть число °/.. 
Как это надо понимать? 

329. Население одного города за поеледнее десятилетие 
азменилось в отношении 3 : 4. Бак это понимать: 


330. Какое из двух отношений больше: 


= 2 д: 2. 7: 8 и7: 5. 


у — 119 — 


8 104. 


831. Найти неизвестные члены следующих пропорций: 


332. То же для пропорций: 


а-ь _ < 154% _ 5 


„‚ ао х 205 


$ 105. 
338. Соетавить пропорции из следующих разенств: 
5.6=15.2; 7х=3: 0; (а—а=@ео- и. 


334. Сделаль всевозможные перестановки членов в про- 
порциях: 


Е 


88 10%, 108. 


835. Найти среднее геометрическое следующих чисел: 


З и 4; 82 и 2; 25 и 4; 8Ваи 24. 
336. Для тех же чисел найти среднее. арифметическое и 
убедиться, что среднее арифметическое двух чисел больше их 


среднего геометрического. 


а 
387. Показать, что если верна пропорция = 


то будут верны также и пропорции: 


{Указание: взяв произведение средних и крайних, убедиться 
в их равенстве). 
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8 193. 


588. Основываясь на свойстве равных отношений, изйти 2 _ 

из пропорций: | 
 _ Ю—, а ь. 10—х _х 
10 25’ ав № 5 90 


Рентить следующие уравнения, данные в виде пронерцщий: 


10-2 _ 17, = _ 1. ах _ т 
339. и № 5 и 
52-9 _ 8 
340. 8249 11 


341. Разделить чиело 100 на 4 части, пропорциональные 
числам 4, 6 Зи 7. 


342. Разделить 589 на 2 части в отношенни 2 : 3. 


ОДЕЛ 
ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ФУНЕКПИЙ. 


т ме г 
Понятие о диаграммах и графиках. 
110. Диаграммы. Рассмотрим следующий чертеж: 


Е 


я 
Е] 
& 
р: 
Е 
м“ 


Ы 
Г 


м - 


У) 


й АЙ я 

ИАРААА РАЙ = 
ПИЯ 
ААЛЛАИЛИАИАААИИЙ 


Чертеж этот наглядно изображает, каков был средкий при- 
рост населения (т. е. избыток числа рождений над числом умер- 
ших) на каждые 1000 чел. жителей Европейской России и 
других государетв за пятилетие 1908—1912 г. Чертеж составлен 
тав: с левой стороны проведена вертикальная прямая (кала), 
на которой нанесены равноотетоящие деления (произвольной 
длины). Числа этих делений (указанные цифрами через каждые 
пять делений) выражают число человек, соетавляющее прирост 
на 1000 жителей. С правой стороны от этой шкалы изображен 
ряд прямоугольников одинаковой пшрины, но разной выеоты. 
1-й из них относится к Болгарии, для которой по статиетическим 
исследованиям за указанное пятилетие прирост населения на 


1000 зкителей был равен 19 челов; поэтому высота этого пр-ка 

взята в 19 делений вертикальной шкалы. 2-й пр-к относится 

к России, для которой за то же пятилетие и тоже на каждые 

1000 чел. прироет был равен 15,8; поэтому высота этого пр-ва 

взята в 15,8 (приблизительно) той же шкалы. Следующие пр-ви 

начерчены подобно первым двум; названия государетв указаны 

внизу чертежа. Такие чертежи 

#500, носят название диаграмм. На 

них очень наглядно изображается 

еравнительный размер тех ве- 

$000 - ° личин, для которых диатрамма 
составлена. 

Вот еще диаграмма, изобра- 

4500 - ° жающая (в тысячах пудов) еже- 

годную добычу меди в России 

за пятилетие 1908 — 1912 г. 

1000 * * Диаграмма эта построена приб- 

ливительно так же, как и пре- 


А 


Я 
252% 


ра 

9 №, _ дыдущая. 

$1 4% ДЕ 500. * Иног иаграммам дают 
хх К иную ВИ р г виде а 


К 
49% % х 


1908 09 0 Иа 


разделенного на секторы. При- 

0. > ведем один пример. Статистика 

показала, что в 1912 г. в Пет. 

Черт. 22, рограде заболеваемость сыпным 

тифом за разные месяцы года 

выражалась такой числовой таблицей (годовой итог всех забо- 
леваний тифом за год был принят 1200); 


»@ 

-а = га 8 
м ва ВЕ 
[О-В ик: ИОВ ВЕЩИЕ 
ео 
141,1 161,| 148, | 170, | 131,75, 52. 44] 43; 54 82, 99, 


Чтобы выразить более наглядно изменяемоеть числа забо- 
леваний в зависимоети от времени года, можно поступить так: 
возьмем какой-нибудь круг и разделим его на 12 секторов (по 
числу месяцев в году) таких, чтобы площади этих секторов ©0- 
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ответствовали числам заболеваемости каждого месяца. Для этего 
предварительно расечитаем, какому чиелу заболевших должен ео- 
ответствоваль сектор в 1°, если общее годовое число 1200 чех. 
`распроделим на весь круг, т. е. ва 360°. Число это равно 
1200:360 = 3'/.. Так как в анваре из 1200 чел. заболело 141, 
то январский сектор нужно взать во столько градусов, скелько 
раз 8, содержится в 141, 
те. в 42,3 градуса. Выписав 
тавим образом чиело градуеов, 
приходящееся на каждый ме- 
сяц, отложим (посредством 
транепортира) дуги, содержа- 
щнетакие числа градуеов (приб- 
лизительно, конечно), и затем 
проведем соответствующие ра- 
диусы. Тогда мы получим чер- 
тек, из которого наглядно 
видно, что наибольшая за6о- 
леваемость была, в апреле, наи- 
меныная в сентябре и августе. 

ще чаще для показания 
изменяемоети какой-нибудь ве- 
личины употребляется ©1п0с0б, понятие о котором дает нам еле- 
дующий простой пример. 

111. Графики тенпературы, влажности и п]. 
При лечении многих болезней доктору очень важно знать, как 
изменяется температура больного в течение хода болезни. Для 
этого пользуются особым медицинским термометром Цельзиз, 
очень тонкий канал которого содержит градусы (от 85° до 425), 
разделенные на десятые доли. Термометром этим измеряют темпе- 
ратуру больного по нескольку раз в день, напр., утром, среде 
дня и вечером, и результаты измерения записывают. Положим. 
напр. температура больного за первые 4 дня болезни быль 
следующая. 


Черт. 23. 


1-й д. | 2-й д. | 3-й д. | 4-й д. 
утром 86,7 | 38 | ЗТА | 88,5 
днем ВУ 38 А В 


вечером | 37,5 | 38,5 | 39 | 39,2 
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Чтобы процесс изменения температуры в зависимости от времени 
сделаль наглядным, прибегнем к графическому его изображению. 

Для этого на горизонтальной прямой 02 отложим произ 
вольной длины равные деления, которые будут у нас означать 
промежутки времени между двумя последовалельными измерениями 
температуры. На другой прямой Оу, перпендикулярной к Ох 
также отложим произвольной длины равные деления и условимея, 
что каждое из них будет соответствоваль, положим, 0,2 традуеа_ 
температуры. Бнизу поставим 86° (предполагая, что температура. 


больного не будет ниже 56°), затем через 5 делений 87°, поток 
снова через 5 делений 38° и т. д. Проведя затем изо всех точек, 
разграничивающих деления, прямые, параллельные линиям 0х и 
Оу, мы легко потом нанесем на полученную таким образом сетку 
точки, соответствующие наблюденным температурам. 'Тах, на, пер- 
вом слева перпендикуляре возьмем точку, соответствующую (при- 
близительно) 36,7°, на втором перпендикуляре—точку, соответ- 
ствующую 87° и т. д. Проведя через вее полученные точки ло- 
маную линию, мы получим график температуры больного; этот 
график наглядно изображает нам процесс изменения температуры 
за первые 4 дня болезни. 

Для таких чертежей всего удобнее брать канвовую (сея- 
чатую) бумагу, которая равноотетоящими горизонтальными и 
вертикальными прямыми разделена на маленькие квадратики 
{напр. на квадратные миллиметры; тогда бумага наз. милли- 
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иетровою). Прямые Ох и Оу надо брать на этой бумаге так, 
чтобы они совпадали с какими-нибудь прямыми бумаги. За еди- 
нипу длины тогда берут одно или несколько делений бумаги 
(напр., миллиметр или сантиметр на миллиметровой бумаге). 

В приведенном нами примере температуры больного отрезки, 
откладываемые на прямых Ох и Оу, выражались положительными 
числами. 

Но иногда бывает необходимо откладывать и отрицательные 
отрезки. Положим, напр., мы наблюдали температуру наружного 
воздуха в течение недели ежедневно в полдень и результаты 
записали в такой таблице: 


Воскр. Понед. Четв. | Пятница. |’ Суббота. 


Втор. Среда. 


Ч -- 1$ Ее -* в] 


Чтобы выразить изменение этих температур графиком, при- 
дется откладывать температуры и положительные, и отрицатель- 
ные. Это можно сделать, если условимея положительные темпера- 
туры отклалывать вверх от точки О, а отрацательные вниз от 
нее, Тогда мы получим такой чертеж: 


Вс п. Выса Шы Е 


| 


Черт. 25. 


величины, которые предполагаются не изменяющимися, наз. вели- 


Расемотрим подробнее этот сн0соб графического изобр 
жения, но предварительно раз’‘яеним, что наз. функцией. 

112. Понятие о функции. Если какая-нибудь. величин 
изменяется при изменении некоторой другой величины, то при 
нато говорить, что первая величина есть функция второй (из 
от второй). 

'Гак, вес воды, наполняющей какой-нибудь сосуд, завиеи 
от вместимости этого сосуда, так как при изменении вместимос 
изменяется и вее воды; поэтому можно еказать, что этот вес ест 
функция вместимости сосуда. 

Подобно этому можно сказать, что вес керосина, сгорающ 
в лампе, есть функция от времени, в течение которого гори 
лампа; длина хорды, проведенной в круге, есть функция раестоя 
ния этой хорды от центра круга; и т. п. 

Если величина, от которой другая величина есть фунЕция, 
может быть изменяема произвольно, то она наз. переменно 
независимой (величиной); сама же функция может быт 
названа переменной зависимой. Если, напр. мы расема 
триваем зависимость длины хорды данного круга от ее расстоя 
ния от центра, то это расстояние есть величина переменная нева 
висимая, а длина хорды, которая есть некоторая функция от 
этого расстояния, представляет собою переменную зависимую. Те 


чинами постоянными. Напр. говоря 0 зависимости между 
длиною хорды и её расстоянием от центра, мы предполагали, 
что ‘длина радиуса круга не меняется; эту длину можно рассматри- 
валь, как постоянную. 

Функции бывают не только от одной переменной независн- 
мой, но и от двух, трех и более. Напр., прощентные деньги, полу- 
чаемые с капитала, отданнаго в банк, представляют еобою фунв- 
цию от трех переменных независимых: от капитала, от таксы ароцен- 
тов и от времени, в течении которого капитал приносит проценты. 

Зависимость между функцией и переменными независимыми 
часто выражается формулой, связывающей между собою чиела, 
измеряющие эти величины. Напр. если ноезд железной дороги 
в каждый час проходит ® верет, то длина пути (у верет), кото- 
рый поезд пройдет в < часов, выразится формулой у=0%; или, 
если фунт хлеба стоит 2 руб. то чиело у фунтов хлеба, которое 


р 2 


их Иж: Г 


[2 
можно купить на @ руб. выразится у= дит. п. При этом, еели 


функция зависит ст одного переменного независимого числа (о 
таких функциях мы и будем теперь говорить), то это чиело мы 
будем обозначать большею частью буквою 2, а самое функцию— 
буквою у. Числа, которые предполагаются постоянными, мы будем 
обозначать первыми буквами алфавита: а, Ь, с... 

118. Таблица значений данной функции. Пусть 
требуется проследить, как будет изменяться число у при изме- 
нении переменного независимого чиела х, еели зависимость между 
у и 5 выражается такою формулой: 


у=(@#-+2) 1—2). 


Для этого составим таблицу значений числа у, которые 
зто число принимает при каких-нибудь значениях числа х. Напр., 
дадим числу 2 ряд таких значений (мы расположили их в возра- 
стающем порядке): 


ь — $3, — 21|, 0 —1/, РЯ 1, 1, 0, .. | тр 2 


и вычислим соответствующие значения числа у. При х= —3 мы 
найдем: д-- 2=—3--2 =—1, 1—2=1—(—3)=1--8=4 
в след. у=(х-- 2) (1—2) =(— 1) (4)= —4. Подобно этому 
найдем, что при 2= — 21|, число у окажется (—2'/,--2) [1— 
—(— 2'/,)|=(--\) (“= —"/\ = — РЁ и т д Вычиелив 
значения у для всех взятых нами значений 2, составим из них 
такую таблицу: 


т [—8!—2',|(—2 ИИ — | о | А 1 | Вы 1] 
Н-— 1—1! ОР 2 | 2} 31| ЗЫ 4 
1—2] 4 31, | 3| 21, | 2 и 1 | мо |= 1—1 
у [4-м И [0 |- п -4 


Из этой таблицы мы усматриваем, что когда х возрастает 
от —3 до —1/, у также возрастает от —4 до 2!/, переходя 
через значение 0 при 2= —2; когда же х возрастает от — /. 
до 2, функция у убывает от 21/, до—4, переходя через О пре 


х=1. Еще нагляднее представится нам изменение фувежии У, 
вели мы изобразым его на чертеже. 

Для этой цели ознакомимея сначала с так называемыми коор- 
динатами точки. 

114. Координаты. Возьмем 2 взаимно перпендикулярные 
прямые 25’ и уу, пересекающиеся в точке 0. Примем далее 
какой-нибудь отрезок прямой (равный, напр, сантиметру) за еди- 
ницу длины и условимся откладывать значения переменного 
независимого числа х на прямой 2%, начиная от точки О, как 
начала, причем положительные значения 2 будем откладываль 
вправо от О, а отрицательные влево от О. Таким образом, отре- 
зок ОА выражает значение 2, равное -|- 1, отрезок ОВ значение 
т, равное -- 2, отрезок ОС значение х, равное — 8 ит. п. Сама 
точка О представляет собою значение 2, равное нулю. Значения 


4 функции у, соответетву- 

3 ющие этим значениям $, 

мы условимея  отЕла- 

2 дывать на прямых, про- 

и не. веденных через точки 

! А, В, С... параллельно 

"3 Рот 4 0: т В у’ (мначе сказать, на 
ее -  пермевдикулярах в пря 
оч ОА В мой 22”), причем по- 

. -1 зожительные значения 

К Е... фувкция мы будем от- 

2 клацываль вверх 10 

прямой 2, а отрица- 

з тельные— вниз от нее. 

НЕ Еели, напр.прия = -Н' 

Черт. 26. значение у будет -- |, 


то на прямой хх’ мы 
возьмем отрезок ОД = -- |, и восетановим перпендикуляр РЕ 
равный -- 11|; тогда точка Е выразит нам значение у=— А. 
Равным образом точка К выразит значение у, равное — 1°/, при 
х= — 2 ит. и. 
Заметим, что точки Ё& К... которые выражают собою знал 
чения функции у. мы можем получить несколько иначе, а именно, 
вмеето того, чтобы на перпендакулярах РЕ, ЕК.. откладываль 
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отрезки, выражающие значения у, мы можем их откладывать на, 
прямой уу’, начиная от точки 0, и затем из концов этих отрез- 
ков проводить прямые, параллельные хх’ до пересечения © соответ- 
ствующим перпендикуляром. Так, отложив ОГ, = -|- , и проведа 
68]|0т, мы получим точку 1, т-е. ту самую точку, которую 
равыше мы получили, отложив ОЕ = -|- 11|. То же самое можно 
сказать о точке К и о всех других подобных точках. Вот ночему 
торизонтальную прямую принято обозначать буквами 247, а верти- 
кальную-—бухвами уу: на первой откладываются значения пере- 
менного независимого числа т, на второй можно откладывать 
вначения Функции 1. 

Отрезки 04, ОВ, ОС., откладываемые на прямой 2/ и выра- 
жающие различные значения переменного независимого часла, х, 
наз. абсциссами; отрезки ОГ, ОМ.., откладываемые на пря- 
мой уу, или равные им отрезки ПЕ, РК.., откладываемые ва 
пернендикулярах к 25% в выражающие значения функции у, 
ваз. ординатами,; те и другие еовместно наз. координатами. 
Неограниченная прямая 2/2, на которой откладываются абециесы, 
наз. осью абсцисс или осью х—ов (ось иксов); неограничен- 
ная прямая уу’, на которой (или параллельно которой) откладыва- 
ются ординаты, наз. осью ординат или осью у—ов (ось 
игреков); та и другая прямая совместно наз. осями коор- 
динат. Точка О наз. началом координат '). 

115. Построение графика функции но точкам, 
Вернемся теперь к той функции: 


Я=Ш 2) 1—2), 


дяя которой мы раньше ($ 118) соетавили следующую таблицу 
значений: 


ее АОИ А 
у Е | 0] 1, | 2| 2 | 2 | 1 | 0 = 


Для каждого из этих значений мы можем на чертеже найти соот- 
вететвующую точку. Так, нижняя точка налево изображает значение 


*) Определение положения точки на плоскости иосредством двух указанных 
хоординат введено было французеким математиком Рене Дева ртом (1596 г— 
1650 г.), почему коордииаты эти пав. дека ртовы ми. 


А. Киселев. Алгебра. э 
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у = —4 при х= —3, следующая точка выражаег знамение 
у = — 13/, при = — 2") и т. п. Сделав такое построение дл 
всех найденных значений функции, мы получим ряд точек, которых 
будет тем больше, чем больше мы взяли значений для 2. Най- 

денные таким образом точки 
будут лежать: в угле 20у, 
если значения для хи у 
будут 0б& положительные; в 
угле 2Оу, если значение для 
х взято отрицательное, а 6©0- 
ответетвующее ему значение 
для у оказалось положитель- 
ным; в угле 2Оу, если аб- 
сциеса и ордината будут обе 
отрицательны, и наконец, в 
угле у’Ох, если абециееа бу- 
дет положительна, а ординала 
отринательна. Если х=0, то, 
каково бы ни было при этом 
значение у, мы получим точку, 
лежащую где нибудь на пря- 
мой уу; если бы оказалось, что у=0, то соответствующияя точка 
лежала бы на прямой 2'7; если одновременно и х=0, и у=0, 
то точка должна совнаеть с началом координат (). 


Черт. 27. 


Поетроив указанным способом достаточно большое число 
точек (для чего, конечно, надо предварительно вычислить доста- 
точно большое число значений данной функции), нроведем через 
все этн точки (от руки, или помощью оеобой чертежной линейки, 
называемой лекалом) кривую; мы получим тогда линию, кото- 
рую принято называть кривою данной фунеции или ее 
графиком. 


Когда кривая данной функции начерчена, то она очень 
наглядно изображает изменезие функции (в пределах чертежа) при 
изменении переменного независи»ого. 


Подобными кривыми часто выражаются дла наглядности раз- 
личные фунЕции, © которыми приходитея иметь дело в науке, 
в технике и в жизна. 
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Замотим, что нет надобности для ордчнат брать ту же еж- 
ницу длины, какая взята для абециее. Мы можем, нану., для 
абецисс взять сантиметр, а для орлинат пол-сантиметра. Тогда, 
конечно, получитея кривая, сжатая, в вертикальном направленни, 
но общий характер ее не изменится. 

Рассмотрим теперь графики некоторых функций  бодев 
подробно. 


Унразжнения. 
88 10, п. 


1. В настоящем году в школе состоит учеников: в 1-в 
классе 40, во 2-м 35, в 3-м 32 ив 4-м 28. Изобразичь 
графически распределение учеников по классам (напр. принимая 
1 мм за единицу). 

2. Изобразить посредством секторов сравнительную величину 
океанов, зная, что 


Великий океан занимает. ‚ ‚ ‚ . 175 милл. кв. км. 
Пат ОНА на Зи #90 - 
Индийекий. ...... хе . 
Южный Ледовитый ....... 18 , > 
Северный Ледовитый. оч ПУАТЫМ Бы 


замечание. Так как сумма указанных чисел равна 366, 
что для круглого счета можно принять за 360, то 1 миллив» 
кв. км. соответствует сектору в 1С. 

3. За пятишетие 1908—1912 т.г. смертность на 1000 жи- 
телей в Европ. России и Западно-Европейских государетвах 
в среднем была: 

Россия— 28, Венгрия— 34,6, Иснания— 23,2, Австрия- -21,9, 
Италия—21, Франция 18,6, Германия— 16,8, Бельгия— 15,9, 
Швейцарня— 15,8, Англия— 14,3, Швеция—14,1, Норвегия 
13,6, Лания— 13,4. 

Выразить ото графически посредетвом вертикальных отох 
биков. 

ра 
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4. Температура тропического моря на различных глубинах 
слодующая: 


100 саж. тлублиы | 15,9°С. 700 саж. тглубины--8,1° С. 
209 , с 30 900 „ 5: 
300, МЕ 1100 „ Ш 
00 >. г 54° 1300 , 49.0° 
500 , м. > 1500 , „8 
2300 , 28 


Выразить это изменение температуры графически поередствем 
перлендикуляров, проведенных к горизонтальной прямой на равных 
друг от друга расстояниях (соответствующих 100 саж. глубины). 
Зерхние концы пернендикуляров соелинить ломаной линией. 
Цайти приблизительную температуру на глубине 600 саж. 
800 саж, 1000 саж., 2000 важ. 

5. Средняя температура почвы (в Петрограде в декабре) пе 
мере углубления в землю выражается в градусах такою таблицей’ 


7 поворхноети земти—5,9° 
на глубине 0,40 м— 2,8 


р з 0,80 м—0,6° 
Е 160 м--3,7° 
5 “ 3,20 м--6,4° 


'Изобразить это графически. 


6. Наблюдая в начазе каждого часа дня температуру в03- 
духа, нашли следующие числа: в 9 час. утра—2°, в 10 час. 
Ав часов полдень-|- 1/55, в 1 чав--/;°, в 2 чава 
{-29, в 8 часа-|-3°, в 4 часа-|- 25, в 5 часов--1°, в 6 час. 0°, 
в Т чае — 20, в 8 чае.— 21? и в 9 чае. вечера— 3°. Построить 
график этой температуры, отклалывая на 06и 1-—ов время (при- 
нимая !|, сантаметра за час) и на оен у—ов температуру (при- 
нимая 1 см за градус). 

7. В одном селении во время эпидемии заболело: 1-го Ав- 
густа 5 чел, 2-го—7 чел, 3-го—9 чел. 4-го—10 чел, 5-г0— 
8 чел., 6-го-——4 чел., 7-го—2 чел. Построить график заболевае- 
хостя за неделю се 1-го по 7 Авгубта ввлючительно. 
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8. Средияя температура в Петрограде изменялась пе мвен- 
цем так: 


‚а а 

д Е = о № > = 

СЕ ке 19 а 

Г] м = Я = = |: = = м 

ы Ф г я Е Е = [7 м © © 

= = Е: < = = [= < $) © |= = 
—9,1; — 8,5; —4,6; 2,1; + 8,8; 414,9; 11,8;-+16,2;--10,8; 2,5; в : —6,5. 


Выразить это графически. 


$8 13—15. 


9. Составить таблицу значений функции: 


4 —= 8—2 а 


для следующих значений 2: 
— 83,5; —83;—9;—1,5; —1;—0,5; 0; 1, 2. 


Изобразнть эти значения координатами и начертить 
график функции. 

По этому графику найти приблизительные величины $ 
для 1= 0,15; = — 185; х= — 2,48. 

10. Начертить график функции у = 22'—1 для значений я 
от—2 дор? (2=—2, х=— И, <= —1 ит. д.). Найти по этому 
графику корни ур. 2^—1=0. 


ГЛАВА. 


Пропорциональная зависимость 
(прямая и обратная). 


116. Пропорциональная зависимоеть. Говорят, чт 
две переменные величины находятся в пропорциональной завиен- 
моети, если с увеличением или уменьшением одной из нах 
в некотором отисшении другая тоже увеличивается ли ухень- 
шаетсяв таком жеотношении. Напр., вее воды пропорционален 


т: = 


ге объему (при одинаковых прочих условиях, т.-е. если вода, берется 
при неизменной температуре, одинаково чистая и пр.). Это зна- 
чит, что если объем воды мы увеличии или уменьшним в какон- 
нибудь отношении (напр., в отношении 2 : 5), то и вес ее увели- 
чится или уменышитея в таком же отношении (как 2 : 5). Подобно 
этому можно сказать, что стоимоеть товара, продаваемого на вее 
(нчпр., чая), пропорциональна его вееу; плата рабочим пропор- 
пиональна чиелу их (при одинаковых прочих условиях); величина 
дроби пропорциональна ее чиелителю; и т. в. 

117. Выражение пропорциональной завиеимоети 
формулой. Пусть мы нмеом две какие-нибудь пропорциональ- 
ные величины (напр., вес товара и его стоглссть) и положим, 
что, когда одна из вих равна единице этой величины, другая 
зусть будет тогда равна № единицам (этой другой величины; 
напр., когда вес товара равен 1 фунту, етоамость его, положим, 
будет 1.000 руб.). Если теперь допустим, что первая величина 
из 1 сделается х единиц, т0 тогда другая величина изменитея 
из & ед. в какое-нибудь иное число у ед. (напр. если товара 
будет взято не 1 ф, а 8 ф., то стоимость его окажется не 
1.000 руб., а 3.000 р.). Так как взятые нами величины про- 
порциовальны, то чиело у должно быть больше или меньше числа 
й в таком отношении, в каком число х больше или меньше 1. 
Значит, мы будем иметь тогда пропорцию: 


ай =, 
из которой найдем: 
у = #т. 


Таким образом, если 2 величины пропорциональны, то зависи- 
мость между ними может быть выражена формулой: у = #х, в кото- 
рой хи у переменные числа, выражающие соответствующие 
друг другу значения взятых величин, а № постоянное число рав- 
ное тому частному значению у, которое соответствует значению 
2 = 1. Это постоянное число наз. коэффициентом пропорцио- 
нальносты взятых величин. , 

Праямевяя, напр., эту формулу к весу товара и его стоимости, 
ыы будем иметь: 


стоимость товара = Х вес товара, 
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гле Ё есть стоимость 1 единицы всего товара, напр., цена 
1 фунта. ели 1 фунт стоит, положим, 1.000 руб. то стоимость 
товара = 1.000 Х число фунтов товара. 

Обратно, всли зависимость между какими-нибудь двумя пере- 
менными величинами выражается равенством у=Ах, в котором 
й есть постоянное для этих величин число, то такие величины 
должны быть пропорциональны, так как из этого равенства видно, 
что с увеличением или уменьшением числа х в каком-нибудь 
отношении число у увеличивается или уменыпаетея в таком же 
отнейении. Напр., как известно из физики, скорость ©, ирнобре 
тенная свободно падающим телом в конце времени {, протекшего 
от начала падения, выражается формулой: 


Ф= 96 


в которое 0 есть постоянное число (ускорение при паденин), 
равное приблизительно 980, если время & выражено в секуилах 
и скорость 9 в сантиметрах в секунду. Из этой формулы видно, 
что скорость падения пропорциональна времени падения. 

118. График пропорциональной зависимости. На 
практике пропорциональная зависимость рассматривается ббльшею 
частью между величинами положительными; поэтому мы будем 
предполагать, что в равенстве у = Ал весе три чиела положи- 
тельные. 

Пусть требуется изобразить графически функцию: у = 9%. 
Для этого предварительно составим таблицу её значений, напр. 
такую: 


2. |0. |] 84 бе ан. 
у |0 214 [бе ов". | 


После этого, начортив координатные оси и выбрав единицу 
данны (положим сантиметр), построим точки М, ЛГ, М'.. со- 
ответствующие вычислениым значениям функции у=2л. Разяс- 
ним, что все эти`точки должны лежать на одной и той же пря- 
ой, проходящей через начало координат О. Для этого возьмем 
какие-нибудь 3 соседние точки, напр. О, Ши М, и, соединив 
прямыми точку Ос М и точку М с М, докажем, что прямая 
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АСМ' составляет продолжение прямой ОМ. Для этой цели про- 
должим прямую Л/Е до пересечения с ЛГ5 в точке Р и вравиим 
чежду с0б0ю 2 тр-жа ООМ и МРМ (покрытые на чертеже 
штрихами). Они прямоугольные и имеют одинаковые катеты: 0@ = 
= МР (так как каждый из этих кате- 
тов равен 1 ед.) и 110 = МР (так кав 
каждый из них равен 2 ед.). Из ра- 
венства этих тр-ков следует: <ЛРМР= 
=<МОФ и потому прямая МЛМ’ ео- 
ставляет продолжение прямой ОМ. Зиа- 
чит, 3 точки 0, Ми ЛГ лежат на одной 
прямой. Вее сказанное 0б этих 3-х 
точках, может быть повторено о веяких 
других соседних 3-х точках; значит, все 
они лежат на одной прямой. 

Построим еще на одном и том же 
чертеже (29-м) прямые, соответствующие 
функциям (черт. 29); 


о и 


Черт. 28. 


в которых коэффициенты пропорциональности возрастают. Из. 


этого чертежа мы видим, что если коэффвциент пропорциональ- 
ности возрастает от нуля беспредельно, то прямая, выражающая 
гропорциональность, отклоняется от оси Ох весе более и более 
приближаясь к оси Оу. Таким образом, 
величина коэффициента Ё в функции 
у=йх характеризует собою угол, соста- 
вленный прямою © осью 05; поэтому 
число & называется угловым ко3ф- 
фициентом прямой, выражающей про- 
порциональную зависимость у= йх. 
119. Обратная пропорцно- 
нальная зависимость. Иногла слу- 
чается, что две переменные величины за- 
висят одна от другой так, что с увели- 
чением одной из них другая умевь- 
шаетея и притом уменьшается в таком же отношении, в каком 
первая увеличилась. Такле величины н8з. обратно-пронор- 


циональными (а величины просто пропорциональные ная. 
иногда прямо пропорциональными). Напр., число часов, в те- 
чение которого поезд железной дороги проходит весь путь от 
Москвы до Петрограда, обратно-пропорционально средней ско- 
рости движения этого поезда, так как с увеличением скорости 
в 1'/, раза, в 2 раза... вообще в некотором отношении, число 
часов, в течении которого поезд пройдет расстояние от Москвы 
до Петрограда, уменьшится в 1'/, раза, в 2 раза... вообще 
в том же отношении, в каком скорость увеличилась. Подобно 
этому вес товара, который можно купить на данную сумму денег, 
обратно пропорционален цене фунта этого товара; время в те- 
чение которого выполняется рабочими заданная им работа. 
обратно пропорциональна чиелу рабочих (конечно, при условии, 
что все рабочие работают одинаково успешно); величина дроби 
обратно пропорциональна ве знаменателю (при постоянном чи- 
слителе) пт. п. 

Замечание. Для того, чтобы 2 зависящие друг от друга 
величины были пропорциональны (прямо или обратно), ведоста- 
точно только того признака, что с увеличением одной величины 
другая тоже увеличиваетея (для прямой пропорциовальноети), 
или что с увеличением одной величины другая уменьшается 
(для обратной пропорциональноети). Напр., если какое-нибудь 
слагаемое увеличится, то и сумма увеличится; но было бы оши- 
бочно сказать, что сумма пропорциональна слагаемому, так как 
если увеличим слагаемое, положим, в 3 раза, то сумма хотя и 
увеличится, но не в 3 рава. Подобно этому нельзя, налр., ска- 
зать, что разность обратно пропорциональна вычитаемому, так 
как ссли увеличится вычитаемое, положим, в 2 раза, то разность 
хотя и уменьшится, но не в 2 раза. Нужно, чтобы увеличение 
или уменьшение обеих величин происходило в одинаковое 
число раз. 

120. Выражение обратной пропорциональной 
зависимости формулой. Возьмем какие-нибудь две обратно- 
пропорциональные величины и предположим, что когда одна из 
них равна единице этой величины, другая будет равна Ё еди- 
ницам (этой другей величины). Если теперь донустим, что эти 
величины изменились, при чем первая сделалась равною х едини- 
цам, & вторая у единицам, то число у должно оказаться больше 
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или меньше числа | в таком отношении, в каком число х меньшие 
или больше 1, те. другими словами, в таком отношении, в ка- 
ком 1 больше или меньше х. Значит, мы будем иметь про- 
порцию: 

У:&=1:4; откуда ух=й. 


Таким образом, если 2 величины обратно пропор- 
циональны, то произведение численного значения 
одной из них на соответствующее численное зна- 
чение другой должно равняться постоянному для 
этих величин числу. 

Возьмем, напр. такие 2 обратно-пропорциональные вели- 
чины: вес товара, который можно купить на данную сумму де 
нег Г руб, и цена одного фунта этого товара. Положим, что | 
цена одного фунта равна 2 руб. и что товара можно купить у фун- 
тов. Тотда, очевидно, что произведение ху означает, сколько 
рублей надо уплатить за весь товар, а зотому: 


где А есть постоянное число, именно та еумма денег, ва кото- 
рую покупается товар. 

Обратно, если зависимость между какими-нибудь перемен- 
ными величннами у и х выражается формулой: ух=А, где й 
весть постоянное число, то такие величины обратно пропорцио- 
нальны, так как с увеличением одного из сомножителей, произ. 
ведения 71 в каком-нибудь отношении другой должен в таком 
же отношении уменьнтиться для того, чтобы произведение оста- 
валось неизменным. 


Замечание. Формула ух=Ё равносильна формуле: 


-- 


|. 
= —›‚ а эту последнюю можно предстеюать так: 


=. ь 


Ея 


В этом виде формула уподобляетея той (у= №), которую мы 
вывели для прямой пропорциональноети, только вместо х взято 
обратное число '/х. Значит, если величины у и х обратно иро- 
порциональны, то можно сказаль, что величина у прямс 
нропорциональна величине, обратной величине х 
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121. График обратной пронорциональности. Как 
и для прямой пронорциональности, мы будем предполагать, что 
в формуле: 
Г 
ух=Ё или уе 


все чиела положительные. Рассмотрим, напр., случай, когда #=6, 
т-е. функция у будет такая: у=‘/х. 
Составим таблицу: - 


Нанеся эти значения на чертек и проведя через все точки 
кривую, мы получим график обратной пропорциональности у = ‘/х. 


Черт. 80. 


Если для х будем брать дроби '/», 1, |, и т. д. все прибли- 
жающиеся к нулю, то величина у будет все более и более воз- 
растать беспредельно, так что ветвь кривой, подымаясь вверх 
неограниченио, будег вее более и более приближатьея к полуоеи 
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Оу, никогда, однако, ее не достигая. Равным образом, если вели: 
чину 2 все будем увеличиваль (#=9, 10, 11, 12..), то величина 
у будет уменьшаться, прибяйжаясь в нулю, так что кривая, 16 
мере ее продолжения направо, все более и более придвигается 
к полуоси Ох, никогда, однако, ее не достигая 


Упражнения. 
88$ 116—121. 


13. В какой зависимости находится при равномерном дви 
жении: 

1) пространство, проходимое в данное время, и скорость 
движения; 

2) время, в течение которого проходится данное простран- 
ство, и скорость движения; 

3) проетранетво и время, в течение которого ено проходите 
(при данной скороети). 

Замечание. Эти зависимости легко усматриваются из фор 
мулы равномерного движения: е=96 где е пространетво, 9 ск 
роеть движения и { время, в течение которого пройдено про 
страветво. 

14. В какой зависимости находятся: 

1) площадь прямоугольника и его основание (при неизмея 
ной выеоте); 

2) площадь и выеота (при неизменном основании); 

3) основание и высота (при неизменной площади)? 

Замечание. Эти зависимости можно вывести из формулы 
определяющей площадь прямоугольника: фр=0й, где р илоадь 
Ъ основание и # высота. 

15. Предполагая скорость ® равномерного движения неиз 
менною, выразить графически пространство е, как функцию вре 
мени # (е=), принимая # за переменную абсциесу и е за пере 
менную ординату. 

16. Процентные деньги, получаемые за, { лет с канитала ( 
руб. отданного по р”, в год, находятся по формуле (обознама 
процентные деньги буквой 9}; 


_ 628 
У— 100 
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Принимая время # за переменную независимую, построить, 
помощью координатных осей, график функции у при ч=200 и 


при 2= 3'/./- 
17. То же при р=4‘/. потом при р = 5'/.. 


18. Построить графики функций: 


гай А 
ее ь ЕТ 


ГЛАВА ПЕ 


График двучлена первой степени. 


122. Двучлен 1-й степени. Задача. Длина железного 
стержня при температуре 0? составляет 1 метр; определить, ка- 
кая длина | окажотея у этого стержня, когда он будет нагрет 
до ©, если известно, что © каждым градусом нагревания длика 
стержня увеличиваетея на 0,000012 той длины, которую стер- 
жень имеет при 0°. 

При нагревании на один градус длина стержня, равная 
при 0° одному метру (=100 см), должна увеличиться на 
100Х 0,000012 см, т.-е. на 0,0012 см. Удлинение при нагре- 
вании на должно быть в $ раз более, чем при нагревания 
на один градус; поэтому все удлинение будет 0,0012 см. При- 
зожив к этому удлинению начальную длину стержня (при 0°), 
т.е. 100 см, получим: 


1= 0,0012 100 (см). 


Если температуру & до которой нагрет стержень, будем 
рассматривать, как переменное независимое чиело, то длину { мы 
можем рассматривать, как функцию температуры. Обозначая по 
общепринятому переменное независимое буквою 2, а функцию 
буквой у, мы можем зависимость между длиною стержня и его 
температурой выразить такою формулой: 


у= 0,0012 -- 100 
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или в более общем виде: 


у= ах 6, 


если буквами @ и 6 обозначим постоянные числа, входящи 
в нашу формулу. 

Алгебраическое выражение вида 27-6, в котором аи] 
какие-нибудь постоянные числа, а х число переменное незави 
симое, наз. двучленом 1-й степени (относительно 2 
В приведенной нами задаче функция (длина стержня) вы 
жается двучленом 1-й степени относительно темпералуры. Таки 
функции ветречаются часто при решении многих задач и в 
просов. 

123. Графическое изображение двучлена иер 
вой степени. Пусть двучлен ах--6 имеет вид; 


у= Гр -[ 2. 
Отброеим пока число 2 и возьмем более проетую функцию: 
9 = Е я. 


Функция эта выражает пропорциональную зависимость между 
уп <, так как с увеличением (или уменьшением) х в нескольк 
раз, у увеличивается (или уменьшается) во столько же раз. Зна 
чит, эта функция выражается графически (черт. 31) прямою, про» 
ходящею через начало коердинат и через точку М, у которо 
абсцисса равна 1, а ордината 1'/. Если переменному числ 
1 будем даваль не только положительные значения, но и отри 
пательные, то прямая эта продолжится вниз, проходя через точеу 
ВТ, у которой абециеса есть—1 и ордината — 1'/,. Еели теперь 
восстановнм отброшенное прежде число 2, т.-е. возьмем функ: 
цию у= 1/5 -- 2, то увидим, что вее ординаты этой функци 
должны быть более соответственных ординат функции у=1] 
на 2 ед. Значит, график функции у=/х--2 мы получим и 
графика функции у= 1/7, еслн прямую линию ММ’ мы нере 
несем параллельно самой себе взерх на 2 ед. Для это 
отложим на оси Оу отрезок ОА=2 и через точку А проведе 
прямую параллельную МЛГ. Эта прямая и будет служить 
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фиком функции у=1'/,2--2. Действительно, координаты всех 
точек этой прямой удовлетворяют равенству: у == 11/5 -- 2; напр. 
У точки БВ кооркинаты 
‘будут 1 и 3'[, у точки С 
координаты — Ти -|- 1|, 
ит. п. 

Если возьмем функ- 
ЦИЮ: 

Я — г ® — 2, 


то отрезок О.А пришловь ни 
бы отложить вниз от точки 5 
0, так как тогда все коор- 
динаты функции у= 11/5 
пришлось бы уменьшить х’ 
на 2 единицы. Мы полу- 2 
чили бы тогда прямую 
А’В’, параллельную ЛМ 

и отсекаошую от оси 
у-ков отрезок ОА’ =— 2. 

Если в функции у = 
=ах--6 коэффициент а 
будет число отрицательное Черт. 81. 

(вапр., У — т 2% т 2), 

то вспомогательная прямая, служащая графиком функции у= 
=—1/2, пройдег через углы %Оу и 9х, сообразно чему 
изменится и направление прямой ВС. 

Таким образом, график функции у=ах 4-6 есть 
прямая, параллельная прямой, выражающей функ- 
цию у—97 и отсекающая от оси у-ков отрезок 
равный 5. 

Вследствие того, что график функции вида у=а&--6 ееть 
прямая линия, сама эта функция наз. линейной. 

Угол, образуемый прямою у=а7- В с осью х — ов равен, 
конечно, углу, составляемому с осью 2— ов прямою у= 42%; след. 
этот угол завиент только от величины коэффициента а и по- 
тому коэффициент этот и в общем виде двучлена ах -+- назыв. 
угчовым. 
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124. Ностроение прямой у=ах 6. Как указано 
предыдущем параграфе, прямую, выражающую функцию 


поступить и так: найти на черте 

какие-нибудь 2 точки, принадлежа- 

щие искомой прямой и через них 

провести прямую. уеть, вапр, 

требуется построить прямую 
у— 1/2 — 3. 

Черт. 82. Найдем координаты каких ни 

будь двух точек, принадлежащи 

этой прямой. Всего проще получаются координаты точек пе 

ресечения прямой с осями д —0в и у— ов. Для нахождения 

их положим в данном уравнении д=0, затем у=0; тот 

найдем: 


1) если 
х=0, то у=1/,0 —8=—$3; 


2) есля 
у=0, то х—8=0, х=6, 


Точка с абсциесой 0 и ординатой —3 лежит на оси у-к@ 
ниже О на 3 единицы; точка е абециссой 6 и ординатой 0 лв 
жит на оси %—ов направо от О, на расстоянии равном 6 д 
Искомый график есть прямая РФ, проходящая через эти 2 точки 

Если точки пересечения © координатными осями не поме 
щаютея на чертеже, или очень близки друг к другу, то можно 
подыскать другие точки, которые номещались бы на чертеже. 

Замечание. Для уменыпения `погрептности при черчения 
прямой желательно, чтобы две точки, через которые проводите 
прямая, отстояли друг от друга по возможности дальше; тогд? 
некоторая неточность в положении линейки (избегнуть которую 
очень трудно) ие так много отразится на направлении прове 
зимой прямой. 
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ГЛАВА ТУ. 


Графическое решение уравнений. 


125. Графическое решение уравнения 1-й ете- 
° Вени. Пусть дано уравнение: 
3% —1=5— 4. | 
Возьмем его левую и правую части отдельно и нредпеложим, 
что х есть переменное число. "Тогда каждая часть будет 
функция от < и мы можем эти две функции выразить так: 


1) у=32—1 и 2) 9у=5— 4. 


Начертим графики этих функций. Эго будут прямые линии, 
которые мы можем построить по двум точкам каждую, напр., по 
таку: 


к „| %=0, у. = —1 
Для 1-й функции: | В . 
ь м = 
для 2-й функции: о, 
Мы получили две г 

прямые, которые пере- < ". 
секаются в некоторой д 
точке М. Опустив из У У. 
этой точки перпендику- за й | 
лар на, ось Ох, мы най- " 
дем абециееу ее; как У ЗВ Е: 
видно ‘из чертежа, эта, В т 
абсцисса равна 11, | В 
(& ордината 81). Так г г! } 
как точка М лежит на, | у | 
обеих ‘прямых, то ко- № и лы 
ординаты ее должны 
удовлетворять и функ- Г 
ции у =31—1 н 
функции 91 =5 — 3 Черт. 88. 


А. Коселев. Алгебра 10 
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значит, при = 11/, двучлены 31 —1 и 5 — & должны даль одно 
и то же число для у, и для у» (именно 3'/,) и, след, уравнение 
должно удовлетвориться при 2= 11/, +). 


Возьмем еще пример: 


В УЕ, 


Построим графики каждой из функций: 


1) =22- 1 и 2) у = 22 -- г” 


взяв, напр., следующие точки: 


| 2%: У =1 р 2—0 доРаЬ 
#=1, у. =3 #=1, у = 2], 


Из чертежа 34 мы видим, что прямые не пересекаются, будучи па- 
ралаельными (так как отрезки АДР и ВС параллельны и равны)» 
Значит, взятое нами уравнение не имеет 
решения. Й, действительно, ни ирн ва 
ком значении х сумма 25 -- 1 не мо- 
жет равняться сумме 2х--‘/» тав как 
первая всегда болыне второй на \|,. 

126. Графическое решение 
более сложного уравнения. Гра 
фическим с1п060бом можно иногда ре- 
шить и такие уравнения, которые а: 
браически мы затруднилиеь бы решить. 
Возьмем, напр., уравнение (второй ете- 
пени): 


1 
#=- к 3, 


алгебраическое решение которого мы узнаем только впоследствии. 
Для графического его решения можем поступить так: 


*) Мокяе быхо сы поступть 1 т8ы: цвревеся все ‚50Еы  ЖеРУЕ: ЗаСТЬ, 
получим (16 зсвраздевен ьа 2); #5 — 8220, Постренв врямую, зырежеющую 
график фунвцив 5==2= --3 найдем абециссу точви ое пересечееня © 09 ю 
я-ов; эта абенилев и ‘удет корнем уравнения. 


2 №47 = 
Построим на одном я том же чертеже график двух функций: 


1 р 
В = и 2) У = ЖЗ. 
Вторая функция изобразится прямою линией, зоторую мы 


построим по двум точкам, нан]., таким: 


1) 2=0, у=3; 2) Я = ие. у = 4. 


# 


№ 
*- 


Черт. 85. 


Дзя построения первой функции предварительно состави» 


таблицу ее частных значений, напр., таких: 


. 


[Тор ЕН 


СКО ВЕ А АА АО 


и по этим значениям построим график (график 1-й на черт. 35). 
Из чертежа мы видим, что два графика нересекаютея в двух 
точках, абециесы которых равны 2 и— 11, Каждое из этих чисел 
удовлетворяет данному уравнению. 


ча 8 
ГЛАВА У. 


График функций у=2 и у= ах’. 


129. Некоторые особенноети графика фунЕции 
у=л’. Графиком 1-м черт. 35 приходитея часто пользоваться 
при решении уравнений. Поэтому полезно расемотреть подробнее 
некоторые особенности этого графика, представляющего собою 
кривую линию, которую принято считать параболой '). 

1) Так как и при положительных и при отрицательных значе- 
ниях д выражение х есть число положительное, то все знаме 
ния 9 позожительны и потому вся парабола расположена в 06 
ласти положительных ординат. Ока состоит из двух ветвей: пра 
вой в угле хОу и левой в угле %Оу. Точка, в которой эти 
ветви сходятея (точка О), наз. вершиною параболы. 

2) Если абеолютная величина 2 неограниченно возрастает 
то возрастает неограниченно и функция у=4” и возраетает, оче- 
видно, быстрее, чем абецисса 2. П0этому обе ветви параболы 
нодымаютсея неограниченно вверх, причем правая ветвь укло- 
няется вее более и более вправо, а левая влево. 

3) Так как (+2)}=(—=), то при значениях 2, отличаю 
щихся только знаками, получатлтся одинаковые значения для у, 
напр. при = 2 и при.я= — 2 значение у одио и то же 
именно 4. Чеэтому ось Оу служит осью сим метрии для п& 
раболы, так что если перегнем чертеж по прямой Оу, то правая 
ветвь параболы совместитея вполне © левой ветвью. 

128. График функции у=ех”. Эти же особенивст 
сохраняются и тогда, когда функция взята в виде у=а2’, отли 
чающемся от функции у=4’ только тем, что коэффиниент пр 
17 не 1, а какое-нибудь другое постоянное чиело. 

Напр. изобразим на одном и том же чертеже графики 


ких трех функций: 


1) у= 117 
_ ди | 
о ры и 


р ^- 


ето оф 
ат 6 | В 
Ё_——_———дД—О—о 


2 а 
Г 
:) Если параболу черт. 35 иеревернем низом вверх, то получим ту кривую, 1 
зоторой, под вивависм тяжести, движется какое-нибудь тело (вапр., замень), ел 
зо бросим вверх. но не ъертикально, а пох некоторым углом к торизонту- 
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а 
[1 аГТоГ тг 2 1зт. 
НВ Г, | ата ый 
3) у=я 


| 4| тие .. 


Черт 36. 


Сравнивая между собою три кривые, мы замечаем, что ирь 
одной и той же абециесе (напр., при х= 2) ордината 1-й кривой 
в 1'/› раза более, а ординала 2-й кривой в 3 раза менее, чем 
ордината 3-й кривой. Вследствие этого все такие кривые имеют 
ебщий характер: бесконечные ветви, ось симметрии и пр. 
только нри а>>1 ветви кривой более приподняты вверх, а при 
@< 1 они более отогнуты книзу, чем У кривой у=а7®. Вее такие 
кривые наз. параболами. 

_ 189. Замечания. 1) Если зависимость между двумя не- 
ременными величинами у и х выражается равенством: у=ад. 
тде а какое-нибудь постоянное чиело, то можно сказать, что ве- 
личина у пропорциональна квадрату величины я, так 
как с увеличением или уменьшением 5 в 2 раза, в 3 раза в 
Т. д величина у увеличивается или уменьшается в 4 раза, в 8 
раз, в 16 раз ит д. 
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Напр. площадь круга равна, к В* гле В есть радиуе вруга 
я г постоянное число (равное приблизительно 3,14); поэтому 
можно сказать что площадь круга пропорциональна квадрату 


его радиуса. 
2) Если зависимость между переменными величинами У 


и д выражается формулой: 
|: 
т 


2? 


в которой К есть какое-нибудь постоянное чиелто, то величина у 
обратно пропорциональна квадрату величины 2, Так как 
с увеличением в 2 раза, в 3 раза, в 4 раза и т. д, величина 


у уменьшается в 4 раза, в 9 раз, в 16 раз и т. д 
Напр. такою формулой выражается сила тяготения между 


двумя телами, так ках эта сила обратно пропорциональна квад- 
рату расстояния между телами. 


Упражнения. 


$8 122 129. 


19. Если х есть число градусов, указываемое термометро 
Цельзия, и у Число градусов, указываемое при тех же услови 
термометром Фаренгейта, то зависимость между этими числами 


может быть выражена формулой: 
у = 2 32 


Построить график этого двучлена, принимая т за перемен 
ную абедисеу и у за переменную ординату. 
20. Каждый рубль калитала, отданного по р‘, приноси 


дохода в год рубля, а в д лет 8 руб; елед., через 2 л 


каждый рубль обратится (если проценты присчитываются к 


питалу) в 1-- те х (руб.). Обовначая это число буквою у, 


лучам такую формулу наращенного рубля: 
и 
у=1-- 105 
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Ностроить графики этого двучлена (на одном и том же 
чертеже) для р-=4; 5; 8; 10. 
21. Построить прямые, выражающие функции: 
1) у=1-+-5 2) у=22—3; 8) у=Уж-8; 
4) у=— 1-3; 5) = 2—5 6) у= —0,1#--2. 
22. Построить прямые, выражаемые уравненияии: 
1) Зу2=0; 2) э{у--5=0; 3) 7-3, =18 
(предварительно решить уравнения относительно у). 


’’. Намертить графики следующих двух функций (на одном 
я гом же чертеже); 
у=2—38% у=Ча— 


определить координаты точки пересечения и `подетавить них 
в уравнения с целью проверки. 

26. То же для функций: 

у=2; У=' 1. 
27. Те же для функций: 
у=2% у=2- (2—1. 
38. Начертить графики функций (на одном чертеже): 
= 2) узи; З) узо 


29. Начертить графики функций (предварительно состаяив 
лицы их значений): 

4 9 16 

1 ре о ее 

) у а? : 2) у Сы 3) у 2 2 


*) Задачи №№ 23 и 24 повторяются иа стр. 177-н нод № 24 и 25, 


Ня 2-04, 2, 3. лаз. и начертить трафик ее. 


31. Начертить график функции у= (2—2) (1—4) (#—6). 


ОТДЕЛ 1. 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ОБ УРАВ. 
| НЕНИЯХ. 


— 


ГЛАВА 1. 


Пересмотр двух основных свойств уравнения. 


130. Когда мы раньше говорили об уравнениях, мы ука- 
зали 2 основных свойства ($ 10), которыми приходится пользо- 
ваться для решения уравнений. Эти свойства следующие: 

1) К обеим частям уравнения можно прибавить, или от них 
вычесть, одно и то же число; 

2) Обе части уравнений можно умножить, или разделить, 
на одно и то же число. 

Первое из этих свойств не допускает никаких исключений; 
второе же имеет одно весьма важное исключение: нельзя умно 
жать, или делить обе части уравнения иа однои те 
жечисло втом случае, когда число это нуль. Возьмем, 
напр. уравнение: 2%=6 и умножим 0бе его части на нуль: 
21.0 = 6.0. 

Первое уравнение имеет только один корень: #=3, второе 
же имест бесчисленное множество корней, так как произведение 
всякого числа на нуль равно нулю. 


Еели, напр., положим, что 
то нолучим: 


т. ©. 


7 „р Вирт 


есди 
х— №0. 
то найдем: 
2.10.0=6. 0, 
т. ©. 
0=6; 
ат. д. 


Значит, ет умиожения частей уравнения на нуль уравнение 
нерестает существовать, обращаясь в тождестве: 0 = 0; поэтому 
на О умножать части уравнения нельзя. О деленим на нуль не- 
него и говерить, так как такое деление невезможно (8 41). 

Такого исключения не существует для первого свойства: 
частям уравнения можно прибавлять, или ®т них отнимать, какее 
угодно одно и то же число, хотя бы это чнело быле и нуль. 


Так, уравнения: 
2%=6, 22 0=6 | 90 и 2х —0=6—0 
соверненно одинаковы. 


131. Замечание. Указанные два свойства уравнений мы можем высказать ипаче, 
если предварительно условимся, что наз. равносижьнымн уравнениями. 
Уравнения наз. равносиньными, если они имеют один и те же корни. Налр., 


* уравнения. 
а -+2=3 и 3х —8=5 


равяосильны, так как каждое из них удовнетворяется при одикх н тех же значения: 3 
неизвестного, именно при < = 1.я при х=2. 


Телерь мы можем свойства уравнений высказать так: 


1) Еслн кобеим частям уравнения прибавим, нли от них 
вычтем, одно н Те же чисто, те получим новое уравиение, равно 
сильмое нервему. 

2) Если обе части уравнения умиожим илн разделиы на 
одно и то же число, ие равное нулю, хо иохучим новее урав 
пение равиосильное первому. 

Если, напр., к частям уравнения 25° 2—3 х мы прябавим какое-нибудь 
числе, нанр., 4, —5, 1/8 и т. п. то получим новые равнебильные уравиения; 


2244—3244 2*+42—5=31—5 2+2+7/8=3=-+ 1718... 
так как если одно из этих уравчений удовлетворяется, похожим, пря 2 =1, 70 и в6 


хруме удовлетворятся при &==1, так что кервя всех эзих уравнений окажутся оди- 
чзкевыми. 
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Равным образом, есни части уравнения 2? -- 2==8л умножим на какое-нибудь 
исло, ве равное нулю, напр. на 5, ва — 2, на 0.3, то получим развносильные уравне- 
Нил: 


(+ 2). 5=3<.5 (2-2) (—2)=3х (—2); (2+2). 0,3 =3х. 9,3... 


так как если какое-нибудь из втих уравнений удовлетворяется, помножии пря 2==2, 
то и все прочие удовлетворятся, при х==2, и корни у всех уравнений окажутся 
‘одни и те же. 


132. Умножение или деление частей уравнения 
на одно и то же алгебраическое выражение. Иногда, 
случается, что мы умножаем или делим части уравнения на одно 
ий то же алгебраическое выражение. В этом случае надо 
всегда задаться вопросом, не может ли это алгебраическое вы- 
ражение, при некоторых численных значениях входящих в него 
букв, обратиться в нуль. Если случится, что такие численные 
значения букв существуют, то мы должны сказать, что при этих 
значениях нельзя умножать или делить части‘ уравнения на наше 
алгебраическое выражение. Если мы 06 этом исключении за- 
будем, то можем иногда впасть в ошибку. Приведем пример 
тавой оптибки. 

Пусть нам дано равенство: «=. Преобразуем это равенетво 
в ряд других равенств таким образом: умножим обе части ра- 
венства на а, предполагая, что @ (след. и №) не равно 0. Тогда 
получим: 


Вычтем из обеих частей последнего равенства по 6; получим: 


а — = — 


что можно переписать так: 
(«+ В) (а—6) =Иа—5). 


Разделив теперь обе части равенства на а—6, 
яайлем: 
а-- =, 


т-е. 


> 
= 
Н 

= 
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(так как а=Р) и след. (по разделении обеих частей на 6) 2=1. 
Это неленое равенство получилось оттого, что мы разделили обе 
‘части равенства на «— В, не обратив внимания на то, что эта 
разноеть, при нашем задании (&=5), есть нуль, а на нуль 
делить носвозможне. 

Второй пример мы увидим в следующем параграфе. 

138. Носторонние корни. Решим следующее ‘урав- 
ненне: 

Я 2 1 25-2 нь. о (1) 


(2 ' (22  х—2 + (#—2) 


Умножив обе части уравнения на, общего знаменателя (2—2), 
получим: 


= жж о, т.е 2 = 3. . (3) 


Как решить это уравнение (второй степени) мы пока не 
знаем. Однако, легко догадалься, что оно имеет 2 корня: х=1 и 
х=2, в чем можно убедиться поверкой: 


1-+2=3 и 4 2—6. . 
Можно было бы подумать, что и данное уравнение (1) имеет 


те же 2 кория. Однако это не так: корень 5=1 удовлетворяет 
уравнению: 


1* 2 1 21-2 
а—2): Га_2 = 1-2 Га 
т.-е. 
1 2 1 4 
а еп 
НЛИ 
3=—1-4=8. 


Но второй корень 1=2 для данного уравнения не годится, так 
как при 2=2 уравнение принимает вид: 


4 р. 1 6 
о В 


что представляет невозможное .равенетво (деление на 0 невоз- 
чожво). Этот посторонний коремь получилея потому, что для 
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освобождения уравнения (1) от знаменателей мы умножили обо 
части его на выражение (2 — 2) которое при 2=2 обра- 
щается в нуль. 

Мы видим таким образом, что еели обе чабти уравнения 
вам приходится умножить на одно и то же алгеб} нческое вы- 
ражение, содержащее неизвестное, то новое уравнение, 
полученное при этом, сверх корней данного уравнения, может 
получить еще свой особый корень (посторонний для данного 
уравнения), именно то значение неизвестного, которое обращает 
в нуль наше алгебраическое выражение. Поэтому, если в данном 
уравнении имеются дроби, знаменатели которых содержат неиз- 
вестное, и Мы оевободились от этих знаменателей (умножив обе 
части уравнения на общего знаменателя), то, найдя корни полу- 
ченного уравнения, мы должны испытать (поверкою), какие из 
них годны для данного уравнения и каких надо отбросить. 
Так, в приведенном нами примере из двух корней один ока- 
залея посторонним. 


м 


ГЛАВА П. 


Некоторые особые случаи решения уравнений. 


134 Общий вид уравнения первой стевени с 
одним неизвествых. Положим, что мы упростили данное 
уравнение с одним неизвестным 2, выполнив еледующие нреоб 
разования: раскрыли скобки, если они есть; освободились от зна- 
менателей дробей; перенеели все члены, содержащие неизвестное, 
в левую часть уравнения, а вее члены, не содержащие неизвестноге, 
в правую его часть и затем сделали приведение подобных членов. 
ЕКели после этого в левой чаети окажетея только член, содер- 
жхаший х в первой степени, то такое уравнение наз. уравнением 
первой степени с одиим неизвестным. Звачит, общий вид такого 
уравнения должен быть следующий: 


ах -=Ъ. 
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Если число а не равно нулю, то мы можем разделить в 
него обе части уравнения; поеле деления получим: 


ь 
а 
а 


Рассмотрим, какого рода решения получаютея из этой общей 
формулы ири различных значениях букв 4 и 6, 

154 а. Положительное решение. Такое решение по- 
пучается тогда, когда числа а и В оба положительны, или оба 
отрицательны. Положительное решение вообще дает надлежащий 
ответ на вопрос той задачи, из условий которой выведено урав- 
не:ие. Однако, иногда может случиться, что в уравнении выра- 
жены не веё условия задачи, и положительное решение, удов- 
летворяя уравненит, окажется не удовлетворяющим невыраженных 
условиям задачи. Приведем этому пример. 

задача. Рабочий кружок самообразования; состоящий из 20 
человек взрослых и подростков, устроил сбор на покупку книг для 
библиотеки, причем каждый взрослый внес по 3 руб., а каждый 
подросток по 1 рублю. Сколько было в этом кружке взроелых и 
сколько подростков, если весь сбор составил 55 руб.? 

Обозначим число взрослых буквою 2; тогда число подрост 
ков будет 20 —2 и сбор со взрослых окажется 34 руб., а с под- 
ростков 20—12 руб. Соглаено условию задачи получим уравнение: 


34 - (20 —2)=55; 
зкуда: 
#=1|.. 


Это положительное решение удовлетворяет уразненито, но 
не удовлетворяет задаче, так вак по смыслу ее исвомое чиело х 
должно быть целым. Различие между уравнением и задачею про- 
изошло здесь оттого, чго уравнение не содержит в себе подра- | 
зумеваемого в задаче требования, чгобы искомое число было | 
целым. Предложенная задача оказывается невозможной. 

131,56. Отрицательное решение. Такое решение ио- 
лучается тогда, когда числа аи б имеют протнвоположные знаки, 
Отрицательное решение, удовлетворяя уравнению, в то же время 
удовлетворяег и задаче, если величина, выражаемая числом 5, 


ЗАИР 9 


может быть поиимаема в двух противоположных смыслах. Возьмев 
напр. такую задачу. 

Задача 1. Отцу 40 лет, а сыну 10 лет. Через сколько 
лет отец будет в 7 раз старше сына? 

Обозначим искомое чиело лет буквото х. Через х лет отду 
будет 40-х; а сыну 10--х лет. По условию задачи первалз 
сумма должна быть больше второй в 7 раз; поэтому: 


40+ #= (10 + 2)7. 


Решим это уравнение: 


40 -|-5=70 {- 75; 40=70 | 72 — 40=10 + 65; 
40—70 =65 —30 =6х 5=25 9=—-5. 


Получивиееся отрицательное решение означает, что в бу- 
дущем отец никогда не сделается в 7 раз старше сына. Но де- 
пустим, что, задавая вопрое задачи, мы имели целью определить 
тот момент времени, когда отец в 7 раз старше сына, незави- 
симо от того, произойдет ли это событие в будущем, или оно уже 
произошло в прошедшем. Тогда при решении задачи мы должны 
рассмотреть два предположения: 

1) Положим, что отец будет старше сына в 7 раз через 
# лет; тогда уравнение окажется то самое, какое мы составили 
выше, а именно: 


40а. г.г...) 


2) Положим, что отец был старше еына в 7 раз х лез 
тому назад; тогда уравнение будет другое, а именно: 


О Ао 


Сравнивая уравнение (2) с уравнением (1), замечаем, что 
уравнение (2) можно получить из уравнения (1), если в нем 
заменим 2 на —=. Значит, можно сказать, что уравнение (1) 
соответствует обоим предположениям, если только условимся, чте 
в нем буква х может означать и положительное число, и отри- 
цательное, при чем положительное значение должно означаль про- 
межуток времени, следующий за настоящим моментом, а отрица- 
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тельное значение должно означать промежуток времени, пред 
ствующей настоящему моменту. Тогда, получив отрицательно 
решение уразнения (1) х=—5, мы должны истолковаль ег 
в том смысле, чго отец был (а не будет) в 7 раз етарше сын 
5 лет тому назад. 

Таким образом, чтобы истолковать отрицательное решени 
задачи, надо переменить в составленном нами ‘уравнении 2 н 
— 4; тогда мы получим новое уравнение, которое не соответет 
вует предложенной задаче. Бематриваясь в это новое уравне 
мы можем сообразить, как надо изменить задачу, чтобы ей 
ответствовало новое’ уравнение; изменив таким образом задачу, м 
для нее будем иметь положительное решение то самое, которо 
прежде было отрицательным. Вообще в подобных случаях ока 
зывается, что отрицательное решение надо понималь в смыеле 
противоположном тому, в каком понимается положительное ре 
шение; напр. если положительное решение означало бы прибыль 
выигрыт, время в будущем и пр. то отрицательное решение 
должно означаль убыток, проигрыш, время в прошедшем ит. ш 
Если же случится, что по смыслу задачи неизвестное число 4 
нельзя понималь в двух противоположных смыслах, то тогда от 
рицательное решение означает просто невозможность задачи. При: 
ведем этому пример. 

задача 2. Чтобы поступить в рабочий клуб, нужно внести 
единовременно 10 руб. и затем ежемесячно по 1 руб. 2 брата про: 
Зыли членами этого клуба несколько месяцев и уплатили клубу 
за все время 16 руб. Сколько месяцев они считались членами 
клуба? | 

Обозначив искомое число месяцев буквой 2, мы получин 
такое уравнение: 

20: 29—=М; 
откуда: 
2% =16 — 20 = — 4; х=—_ 2. 


Здесь отрицательное решение означает невозможность задачи 
‚ара данных в ней уеловиях. 
155. Нулевое решение. Положим, что в уравнении ах =8 
число © окажется нулем, а а будет какое-нибудь чиело, отличное 
от нуля; тогда уравнение будет вида ах=0. Но произведение 


и - 


равняется нулю тогда (и только тогда), когда какой-нибудь ео- 
множитель равен нулю. Сомножитель & мы мредноложили ие 
равным нулю; елед. другой еомножитель, т.е. 5, должен рав- 


ваться нулю. Значит, уравнение в этом случае имеет нулевое ре- 
шение: 2—0. И из формулы 


[. 
х=— 
а 
видно, что, когда а=|0, 5 должен; равняться нулю. 


Нулевое решение, Удовлетворяя уравнению ал=0, вместе с 
тем удовлетворяет и задаче, 


Задача. Отцу 40 лет, а сыну 10. Через сколько лет отец 
будет в 4 раза старше сына? 


Обозначив искомое чиело лет бувою 2, получим уравнение: 
40 | 2= (10 -- 24, 
40-|-2=40 1 4х, 


т.-е. 


откуда: 


[и 
37 == =; =0. 


Это значит, что отец в настоящее время старше сына 
в 4 раза. 


136. Случай, когда уравнение приводитжея к не- 
возиожному равенетву. Пусть в уравнении а5—5 число а 
окажется нулем, а В не равно 0. "Тогда уравнение примет вид: 
0.2=6, а такое равенство невозможно, так как какое бы чиело 


мы ни взяли для 2, произведение 0. будет равно нулю, а не 
числу 6, не равному нулю. 


Для примера возьмем такое уравнение; 
& ен Ея ея 
Вано 


Раскрыв скобки, получим; 


А. Киселен. Алгебра. и 
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Уинежив все члены из 12 (т.-е. на общего знаменалеяя), 


будем иметь: 
6х 4в=150— 5% 84; 


62+ 4%— 155 + 55=84; 15% —155=84; 0=84. 


Так как последнее равенство невовможно, то и все предыдущие 
равенства, невозможны; значит, уравнение не имеет никакого кервя 
(и, след, задача, из условий которой составлено это уравнение, 
невозможно). 
139. Как изменяется величина дроби, если зна- 
менатель ее все более и более ириближается к нулю, 
а чиелитель оетаетея без изменения. Мы сейчас видели, 
что еели @=0, то ур. ах-=6 невозможно при Ь- 0. Но если 
а не равно 0, а только близко в нулю, То это уравиение воз- 
можно, и для я получается дробь: 
Е 


ых 

Зададимея вопросом, вав будет изменяться величина этой 

дроби, еели знаменалель ее будет по своей абсолютной величине 

все более и более приближаться к нулю, а числитель будет 

оставаться неизменным. Сначала предположим, что числа @ и 

оба положительные. Возьмем для @ такие, нар. все уменьшаю- 
щиеся значения: 

1 и 1 1 
= оз Ч тор Ч 000? 10000? И" 


Тогда дробь ям получит такие все возрастающие значения» 


Ъ. = 106; ——=1008; 42 —_10б0би т 
[ло [лов в 

Отсюда видим, что как бы мало число Ь ни было, дробь у. 
при неограниченном уменьшении знаменателя @ может пре 
любое данное число, как бы велико оно ни было. Еели, напр. 
допустим, что 6 ='/ лю» И мы желаем, чтобы дробь ся сделалась 
ири этом больше 1 миллиона, то достаточно для а назначить какое- 
нибудь число, которое было бы меныше частного '/ у: 1009 


в 2 


т.е меньше 1-й биллиовной. Напр., если а==0,000 000 000 1, то 
при $ — 0,001 получим: 


5 __ 0001 т 


а — 0000000601 — бхб0ббот — 10000 000. 


т.-е. для дроби тогда получим число, ббльшее 1 миллиона. 


Если теперь допустить, что числитель а, или знаменатель 
$, или тот и другой—чиела отрицательные, то сказанное сейчас 
может быть повторено и о такой дроби, но только надо тогха 
говорить не о величине самой дроби, а об абеолютной ве- 
личине ее. 

Таким образом, мы можем высказать следующее свойстве 
дроби: 

если в дроби знаменатель неограниченно при- 
ближается к нулю, а числитель остается без изме- 
нения, то абсолютная величина дроби неограни- 
ченно увеличивается. 

Когда мы говорим: „знаменатель неограниченно при- 
ближается к нулю“, это надо понимать так, что абсолютная в®- 
личина знаменателя делается меньше любого данного положи- 
тельного числа, как бы мало оно ни было. Равным образом, 
когда мы говорим, что „абсолютная величина, дроби неог ранн- 
ченно увеличивается“, то мы желаем этим выразить, что абе. 
величина дроби делаетея больше любого положительного чиелк. 
как бы велико оно ни было. 

Указанное свойство дроби иногда сокращенно выражаюм 
таким условным равенством: 


-“ —-Но 
0 ие 3 


в котором знак со заменяет собою слово „бесконечность“. 


Равенство это (читаемое так: „а, деленное на нуль, равне 
плюс или минус бесконечности“) нельзя ‘понимать бук- 
вально, так как число а нельзя делить на 0; оно означает 
только то свойство дроби, которое мы сейчас указали, а именно, 
что если знаменатель дроби стремится к нулю, а чиелитель 

41° 
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остается без изменения, то абсолютная величина дроби иеограни- 
ченно увеличивается (или, как иногда говорят: стремится в бес- 
конечности), при чем сама дробь остается или положительной, 
или отрицательной (смотря по тому, имеет ли знаменатель, 
етремящийся к нулю, одинаковый знак с числителем, или проти’ 
воноложный). : 
Подобным же образом мы можем убедиться еще в следую- 
ем свойстве дроби: если абсолютная величина внаме- 
нателя неограниченно увеличивается, а числитель 
остается неизменным, То дробь неограниченио 
приближается в нулю. Свойство это сокращенно выражают 
таким условиым равенством (которое тоже нельзя понимать 


буквально): Е 


= © 


—®. 


Применение изложенного мы сейчас увидим в следующей 
задаче. 

138. Задача. Е прямой ММ в двух ее точках Аи В 
восстановлены 2 перпендикуляра АС=@ и ВР=Ь. Через точки 
Си Л проведена прямая, пересекающаяся © ММ в некоторой 
точке К. Определить расстояние этой точки до точки В, если АВ =4. 


С 


| 


Черт. 37. | 
| 
Обовначив расстояние БК буквой 2, составим из подобия _ 


тр-ков КВО п КАС пропорцию: 
х:(# а) =: а“, 
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откуда: 
ах =бх -- Ва 


и, след. 
Ба 


яа—6 


(а—56)5=64а и = 


Предположим, что $ и 4 остаютея неизменными, а высота а 
уменьшается, приближаясь к равенству с 5. Тогда в дроби, выве- 
денной нами для 5х, чиелитель остается без изменения, а зна- 
менатель неограниченно уменьшается; вследствие этого величина, 
‹амой дроби неограниченно возрастает и точка К неограниченно 
удаляется от В вправо. Когда @ сделается вполне равным ь, 
равность аб обратится в нуль и для х не получится никакого 
числа. Это значит, что точки пересечения совсем не будет; и 
действительно прямая, проходящая через С и ЛД, окажется в этом 
случае параллельной прямой ММ. 

Когда высоту @ станем еще больше уменьшать, так что @ сде- 
хается меньше В, тогда разность а—6 будет отрицательное число а 
потому для х получится также отрицательное число. Это значит, 
что точка пересечения К расположится не вправо от В, как у 
нас на чертеже, а влево от В. 

Если, оставляя 4 и $ неизменными, станем увеличивать не- 
ограниченно а, то в дроби, выведенной нами для 1, чиелитель 
останется неизменным, а знаменатель будет неограниченно воз- 
растать; от этого вама дробь будет неограниченно уменьшаться и 
точка К станет приближаться все более и более к точке В. 

159. Неопределенное решение. Если в уравиении 
а1=ф оба чиела а н Ф окажутся нулями, то уравнение обра- 
щается в тождество: 0.5=0, верное при всяком вначении х. 
Значит, в этом случае уравнение становится неопределенным, 
т.-е. оно допускает бесчисленное множество произвольных решений. 

Если бы мы, не заметив, что а=0, разделили обе части 


С. 
уравнения на а, то для х получили бы дробь = › Которая приб =0 
0 
и при а=0 обращается в частное -о. Такое частное, как мы 
говорили раньше (8 41), можег равнятьея (по определению де- 
ления) любому числу; значит, и в этом случае мы убедились бы, 
что уравнение допускает бесчисленное множество решений. 


в 
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140. Задача. Какое число надо приложить к чиелителю и зиа- 


& < 
менателю дроби —, чтобы эта дробь сделалась равной числу вп. 


Обозначив искомое чиело буквой х, получим такое урав». 


нение: 
а Ен 
. ; 
1х 
откуда: 
ар х=фт -- ту; д—та = — а 
п —а 
(1 — жд =бт — @&; Е 


Допустим, что числа а, В и т заданы такими, что числитель 
и знаменатель дроби, выведенной нами для х, обратятся в нули, 


[ 
г-е. что фи=а и 1=т. Тогда для д получается выражение —— 


и, след. уравнение и задача становятся неопределенными. Й дей 
ствительно, в этом случае а=6 и дробь равна 1, какое бы. 
число х мы ни прибавили к числителю и знаменателю. 


Упражнения. 


8 133. 


Решить следующие уравнения и испытать полученные корни 
с целью определить, не посторонние ли они: 


22—38 4—5 #--2 8 
- 32-4 6—1 с 20 Г 0% гра 
я = а — 22-1 и 
— Е =" ее ета Г #2 


22--1 о ре 
-ь Ре ее. >> Нав= а—2 


8 155. 


7. Убедиться, что следующие уравневия не имеют корней 
(приводятся к невозможному равенству): , 


переть; 2) а 


| 


— 16 — 


8. Е двум окружностям, у которых радиуем у и 7, и рае- 
стояние между центрами 4>>7-{-7, проведена общая внешняя 
касательная. Определить расстояние точки пересечения этой каса- 
тельной с прямой, проходящей через центры, до центра бли- 
жайшего круга. 

(Указание: сделав чертеж, провести радиусы к точкам 
касания и рассмотреть получающиеся от этого два подобных 
треугольника). 

9. Как будет в этой задаче изменяться положение точки 
пересечения, если разность радиусов у и т будет неограниченно 
приближаться к нулю? Может ли получиться в той же задаче 
отрицательное решение и что оно будет означать? 


® 
8 189. 
10. Убедит ься, что следующие уравнения допускают бес 
численное множество решений (обралщаются в тождества): 
1) 8&-|-3=(2--2) —27?-- 4—1; 
2) (=--1)2-|- (2—1) =2(22--1). 


а А А аа ВЫХ дн а В нива ны а оО 


О ни 


ОТДЕЛ У. 


РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИИ ПЕРВОЙ 
СТЕПЕНИ. 


ГЛАВА 1. 


Система двух уравнений с двумя неизвестными. 


141. Задача. В двух бочках налита вода; если из перво 
перелить во вторую 6 ведер, то в обеих бочках будет поровну 
если же из второй перелить в первую 4 ведра, то в перво! 
окажется воды вдвое более, чем во второй. Сколько ведер был 
в каждой бочке? 

Пусть в первой бочке было воды х вед., а во второй у ведер 
Если из первой перелить во вторую 6 ведер, тб в 1-Й останетез 
х— 6 вед. а во второй получится у-{- 6; значит, согласно усло 
вию задачи, мы можем написать уравнение: 


д—6=у4+6 (1) 


Если из второй перелить в первую 4 ведра, то во втора 
останется у— 4, а в первой получим х-- 4, и мы будем имет 
другое уравнение: 

х--4=(у—4) 2=2у—8 (2) 


Мы получили таким образом два уравнения © 2 меизвем 
иыми. Упростим их, перенеся неизвестные члены в одну чае 
уравнения, & известные в другую и сделав приведение нодобны 
членов: 

х— у=6-[- 6, т-е х— у=12 
$ — 27= —8 —4, т.-е 2—2 = — 12. 
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Веего проще эти уравнения можно решить так: вычтем из 
нервого уравнения второе, т.-е. (говоря более подробно), из левой 
части первого уравнения вычтем левую часть второго, а из пра- 
вой части первого уравнения вычтем правую часть второго. Так 
ваЕ мы при этом из равных чисел будем отнимать равные числа, 
то равенство не должно нарушиться, и потому мы можем сохра- 
нить знак =: 

(#—9) — @—2) =12— (— 12) 


Раскрыв скобки и сделав приведение подобных членов, ‚ по- 
лучим; 
хуя 2у=12 + 12; у= 24. 


Найдя у, подставим его величину в какое-ниоудь из урав 
нений, напр. в уравнениях: и —у= 12: 


1 — 24=12; значит: х=12 + 24—36. 


Таким образом, в первой бочке было 36 ведер, а во вто- 
рой 24. И действительно, вели из первой перельем во вторую 
б вед, то получим в обеих бочках поровну, именно но 30 вед.. 
& если из второй бочки перельем в первую 4 ведра, то в первой 
нолучим 36 --4-—40 вед, а во второй 24 —4-20 вед., т.-е. 
* нервой будет вдвое более, чем во второй. 


Рассмотрим тенерь подробнее способы решения уравнений 
< 2 неизвестными: 


142. Нормальный вид уравнения 1 степени © 2 не- 
известными. Возьмем более сложное уравнение: 


2(2= + у —Б) = @ ++ и—4. 


С целью упростить это уравнение, сделаем в нем тот же 
ряд преобразований, какой был указан раньше для уравнения 
с 1 неизвестным, а яменно: 


1) Раекроем скобки; 4х -1 6у 10 == НЕ > + —8. 
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2) Освобедимея от знаменателей, умножив все члены на 8: 


325 | 489 —80=52 -|- 15 -- ву — 24. 


3) Перенесем неизвестные члены в одну часть уравнения, 
& известные в другую: 


325 -|- 489 — 55 — ву=15 —24 -| 80. 


4) Сделаем приведение подобных членов: 


27 -- 42у=11. 


Если данное уравнение с 2 неизвестными есть уравнение 
1-й степени, то после указанных преобразований оно приведется 
к такому виду (называемому нормальным), при котором в левой 
части ‘уравнения находится только два члена: один сн 
вестным 2 в первой степени и другой © неизвестным 9 
первой степени, правая же часть уравнения состоиг только 1 
одного члена, не содержащего неизвестных. Коэффициенты при 
хи 9 могут быть или оба положительные (как во взято 
нами примере), или оба отрицательные (этот случай, впро- 
чем, можно свести на предыдущий, умножив все члены Уравне 
ния на — 1), или один положительный, а другой отрицательный 
член, стоящий в правой части, может быть или положительны 
числом (как в настоящем примере), или отрицательным и д94 
нулем. Обозначив коэффициенты при 2 и у буквами аи р и член 
не содержащий неизвестных, буквою ©, мы можем нормальны 
вид уравнения с 2 неизвестными 1 степени представить так: 


ах |+ ву=е 


143. Неопределенность одного уравнения © # № 
известными. Одно уравнение © 2 неизвестными, наприме] 
такое: 

‚ 85 — Бу= — 16, 


пмеет бесчисленное множество корней. Веего яснее это буд 
видно, если мы ивобразим уравнение гр урически. Для этого опр 


и - 


хелин из него неизвестное у, как функцию другого неизвест- 


ного 2 9 


82 + 16 3 1 
8» | 16 =55; а. = УВЕЗ —-. 


Функция эта, как всякий двучлен 1-й степени, изобразится 
графически в виде прямой линии, которую мы легко построим 
по каким-нибудь двум точкам, координаты которых удовлетворяют 
функции, Возьмем, напр., такие две точки: 

1) о = > 
у=31/, в 


Построив эти точки и проведя через них прямую, мы полу- 
чим следующий график (за единицу длины взят сантиметр): 

Каждая точка этой прямой я 
ичеет координаты, удовлетворяющие 27 9 
данному уравнению; напр. коорди- = 
наты точки М будут: 


у=4, х='/, координаты точки № 
у=2, = —1|.. 


н т. д. Так как на прямой бес- 
численное иножество точек, то, вна- 
чнт, можыо найти бесчисленное мно- „2“ 
жество значений х и у, удовле- 7 
тверяющих данному уравнению. 
Поэтому одно уравнение с 2 неиз- 
вестными есть уравневие неопре- Черт. 88. 
хеленное. 

144. Система уравнений. Принято говорить, что не- 
сколько уравнений образуют систему, если во всех этих урав- 
нениях каждая из букв 2, 9, 2.. означает одно и то же чиело 
кля всех уравнений. Если, напр., два уравнения: 


25 —5=39—2 
8% —у=2у--21 


рассматриваются при том условии, что буква х означает одно и 
то же число в обоих уравнениях, равным образом н буква у, то 


А 


такие уравнения образуют систему. Это бывает всякий раз в 
случае, когда уравнения составлены из условий одной и той 
задачи. 
Укажем три способа решения системы 2-х уравнений 1-й 6% 
пени с 2-мя неизвестными. 
145. Графическое решение. Возьмем для пример 
такую систему: 


8% — Бу= — 16. 
10% | зу=17. 


{оба уравнения мы предварительно привели к нормальному вил} 


Из каждого уравнения определим у, как функцию от & 


82 -- 16 8 1 
—= ини: ЕВ аи 8— 
5 - 5 + 5 5 
14 — «0х 2 1 
тие — О — 3; . 


Первую из этих функций мы уже построили раныше ($ 143 
построим теперь на том же чертеже еще вторую функцию (втору! 


прямую) по 2 точкам, напр., таким: 


Из чертежа видно, что 2 пра 
мые пересекаются в точке, абещиее 
которой есть '/), а ордината ‹ 
Это и будут значения хи у, уж 
влетворяющие обоим данным урев- 
нениям. 

146. Замечания. 1) Ем 
бы случилось, что 2 прямые, вы 
ражаюжщие данные уравнения, ока 
залибь параллельными и, след. и 
существовало бы точки их пересече 
ния, то это значило бы, что уравне- 
ния не имеют ворней. 
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2) Может иногда случиться, что 2 прямые сливаются в одну; 
тогда координаты всякой точки этой прямой удовлетворяют дан- 
ным уравнениям, и, значит, система неопределенна. 

3) Конечно, графический способ решения системы 9-х урав- 
вений окажется неприменимым в том случае, когда точка пере- 
сечения прямых не помещается на чертеже. 

141. Способ подстановки. Возьмем ту же систему: 


8х — 5у= — 16; 10% | Зу=17. 


Из одного уравнения, напр. из первого, определим одно 
какое-нибудь неизвестное, напр. х, как функцию другого неиз- 


веетного: 
5у — 16 


8 


Так как второе уравнение должно удовлетворяться теми же 
значениями, как и первое, то мы можем подставить в него вме- 
ето х найденное выражение, отчего получим уравнение 6 одним 
неизвестным 9: 


10. -Зи=11. 


Решим это уравнение; 


5(5у— 16) 


я -- 39=17; 259 — 80 -- 12у=68; З7у= 148; у=4; 


тогда: 


Мы могли бы определить из одного уравнения 9, как функ- 
цию от 2, и полученное выражение подставить на место у 
в другое уравнение; тогда мы получили бы уравнение © неиз- 
веетным: 2. 

Правило. Чтобы решнть систему двух уравне- 
ний с 2-мя неизвестными способом подстановки. 
определяют из какого-нибудь уравнения одно не- 
известное как функцию другого неизвестного, и 


— 174 — 


полученное выражение подставляют в другое урав: 
нение; от этого получается уравнение с одний 
неизвестным; решив его, находят это неизвеетно* 
Подставив найденное число в выражение, выведен: 
ное раньше для первого неизвестного, находят _ 
это другое неизвестное. 
Способ этот особенно удобен тогда, когда коэффициент пр 
каком-нибудь неизвестном равен 1; тогда всего лучше определить 
это неизвестное, как функцию другого неизвестного (не придете 
делить на коэффициент), н т. д. Напр.: 
[3 — 29=И 

| 42 у=22 


Из второго уравнения находим: 
у—=22 — 4х5. 


Тогда первое уравнение дает: 
3% —2(22 —44)=1; 32—44 8в=11; 112=44-- И=Ы 
Е б; у=22 —4.5=2. 


148. Способ еложения илн вычитания. Предполо 
хим сначала, что в данной системе уравнений (приведенны 
предварительно к нормальному виду) коэффициенты при каком 
нибудь неизвестном, напр. при 9, будут одинаковы. При это 
шогут представиться два случая: 1) знаки перед такими коэффи 
циентаии разные и 2) знаки одинаковые. Рассмотрим эти 2 04] 
чая параллельно: Пусть, напр. дано: 


1 система: 2 система: 
71% —2у=21 52 | 8у=31 
5% 1 Зу=33 84 | Зу=25 


Если сложим почленно уравнения первой системы и вычте 
вочленно уравнения второй системы, то неизвестное у искяю 


чается: 
Ча — 29=21 5% | Зу= 31 
5% | 2у=33 — 32 Е 8у=— 25 
125 —=60 2х = 
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Откуда: 
2—5 т=38 
Модставив в едно из даниых уравнений вместо х найдениее 
для него число, найдем у: 


7.5 —2у=27 5.3 + 8у=31 


Возьмем теперь систему, в которой коэффициенты различны, 


напр. такую: 
7х -- 6бу=29 
— 5% -|- 8и=10 


Мы можем тогда иредварительно уравнять кеэффициенты 
при каком-нибудь одном неизвестном, напр. при х. Для этего 
найдем кратное (лучше всего наименьшее) коэффициентов 7 и 5 
(это будет 35) и умножим обе части каждого уравнения на 
соответетвующего донолиительного множителя (как это делается 
при приведении дробей к общему знаменателю): 


7% -- 6бу=29, (на 5) 35х -|- 30у = 145 
— 52 -- 8у=10 (на 7) — 355 56у= 70 
Пееле этого о только сложить или вычесть преобра- 


зованные уравнения. В нашем примере знаки перед коэффи- 
циентами х разные; поэтому уравнения надо сложить: 


355 {- З0у = 145 
— 355 56у= 70 


86у=215; у= 


215 


1 
те = 


Теперь первее уравнение дает: 
7%--6.21,=29; 12-15=29; 71%=14; т=29. 


равило. Чтобы решить систему двух уравнений е 9-я но- 
ззеотными способом сложения илн вычитания, кадо сначала 
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уравнять в обоих уравненкях козФФециенты при какон-нибудь 
одном неизвестном, я потом сложить оба уравнения, если зиэки 
перед этвми коэффициентами разные, или вычесть уравиения, 
если знаки одинаковые. 


Упражнения. 
85 145, 148. 


Следующие системы уравнений решить способом подстановки: 


1. у=25—3 2. Б5у=3 3. 3—5Бу=6 
З2--2у=8 82—2у=1 %2--4у =—15 
4. Зх-|-2у=118 5. 55—3у=11 6. 31—2у=—8 
х-- 5у = 191 1х--2у=3 6%--5у=2 
Следующие системы уравнений решить С0собом сложения 
ти вычитания: 
7. АР 1у=5 8. 31 59у=20 9. 55—Ву=19 
—25-5у=6 21—109=0 2%—2у=10 
10. 22-5у=156 11. 7—59=3)4 12. Та-- у = 4101], 
32—22 = 0,5 52-Е Зу =4,4 93—14у--448 =0. 
Решить следующие системы уравнений — какнм - нибудь 
способом: 
13. 2(2%-- 35) =3 (25—39)--10 


14. 


№5. 


4;—3Зу =4 (вбу—2%)-3 


(#--5) (у--7) =(#--1) (у—9)- 112 
25-10 ==З9--1 


2(#--у)--4=5(е—9)--19 
1—12113у=3(25--у)—22, 


&-29 у—2х &-у 9—2 
: и . = 
м с кт ит в. 
у+2х У _. = #-у 
4 к о ь 2 аа т . 


4 2 3 
Зя--1 25—6 —7у 2—2 1 2—9 
8 7 т НГ 8 


Репвить графическим путем следующие системы уравнений и 
сравнить найденные результаты с вычисленными: 


& у =5 812—у=5 
23. 252—914 =0 23. 31 — 49+ 13 =9 
Зи=7 5% Ну =о 


24. Проверить графически и вычислением, что три прямые, 
выражаемые уравнениями: 


2% -- 39 = 13. 5%—9У=7, 2—4 110 =0 


пересекаются в одной точке. 


25. Найти графическим путеи координаты вершин треуголь- 
пика, воторого стороны выражаются уравнениями: 
ражаютея уравнениями: 


Пу—-я=0: ее Уу=1— 3%. 
2) у = 2; % — 39 = 4; 3% 5+7 =0. 


26. А говорит В: дай мне 100 руб. и тогда я буду иметь 
столько же, сколько у тебя; ВБ отвечает: дай ты мне 100 руб. 
н тогда у меня будет вдвое больше, чем у тебя. Сколько денег 
учи 65? 

27. Куплено 8 фунтов одного товара и 19 фунт. другого 
н за все заплачено 16 р. 45 к; в другой раз во тем же ценау 
куплено 20 ф. первого товара и 16 ф. второго и заплачено 
28 р. 80 к. Узнать цену фунта каждого говара. 


А, Кнселек Алгебра. 18 
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28. Найти такую дробь, что еели отнять 1 от ее числителя, 
то получится дробь, равная '/, а еели отнять 1 от ее знамена- 
теля, то величина дроби сделается равной '/.. 

29. Отец и сын работают вместе. За 12 дней работы отца 
и 9 дней работы сына им было уплачено 78 р; в другой раз 
за 10 дней работы отца и 11! дней работы сына они получили 
72 р. Сколько рублей получал каждый из них в день? 

30. Бассейн в 210 ведер наполняется двумя фонтанами. 
Из опыта нашли, что если открыть олип фонтан на 4 часа, а 
другой на 5 часов, то они оба вольют 90 ведер воды; если же 
первый фонтан открыть на 7 чае. а другой на 3'/, часа, то 
в бассейн вольется 126 ведер. Во сколько времени бассейн на- 
полнится, если оба фонтана действую: одновременно? 

31. У меня в каждой руке по несколько монет; если я из 
правой руки переложу в левую 1 монету, то в обеих руках 
будет поровну; ебли же из левой руки переложить в правую 
2 монеты, то в правой руке будет в 2 раза более монет, чем 
в левой. Сколько монет в каждой руке? 

32. В сосуде имеется смесь из епирта и воды, при чем ко- 
личеетро первого относится к кохичеству второй, как т:л. Еели 
в этот сосуд добавить по а бутылок снирта и воды, то отво- 
шение епирта к воде сделается 2:4. Сколько бутылок епирта и 
сколько бутылок воды находится в емеси? 


ГЛАВА П. 
Система 3-х уравнений с 3 неизвестными. 


149. Нормальный вид уравнения первой степени 
© 3 ноизвеетными. Еели в уравнении |-й степени с 3 не- 
известными х, у и 2 сделаны те же преобразования, какие были 
нами раныше увазаны для уравнений с Ти 2 неизвестными 
(раскрытие скобок, освобождение от знаменателей, перенесение 
членов, приведение подобных членов), то мы приведем уравнение 
к такому виду (называемому нормальным), при котором в левой 
части уравнения находятея только три члена: один © <, другой 


—м0 


суи третий сё, а в правой части будет один член, не содер- 
жащий неизвестных. Таково, напр. уравнение: 


5х 


Зу—42= — 12, 
Общий вид его есть следующий: 


в Е 9 - се=а, 


где 1, 6 и с какие-нибудь относительные числа, 


150. Неопределенность системы 2-х уравнений 
е 3 неизвестными и одного уравнения е $ неизвеет- 
ныяи. Положим, нам дана система 2-х уравнений с 3 неиз- 
вестными;: 


51 — ЗУ а=2; 2% у—2=6. 


Назначии одному неизвестному, напр. г, какое-нгбудь про- 
извольное число, положим 1, и подставим это число на место 


Мы получили таким образом, систему 2-х уравнений с Э-мя 
вепзвестными. Решив её каким-нибудь способом, найдем: 7=2. 
у=3; значит, данная система с З-ма неизвестными удовлетво- 
ряется при 2=2, у=3 и 2=1. Дадим теперь неизвестному 2 
какое-нибудь иное значение, напр. 2=0, и подеставим это значе- 
ние в данные уравнения: 


и 2% | у=6. 


Мы снова получим систему 2-х уравнений с 9-мя нейз- 
вестными. Решив ее каким-нибудь способом, найдем: 


4. 
Е ее) == У=2-т. 


9 4 
Значит, данная система удовлетворяетея при = Н, = =. 
и 2=0. Назначив для 2 еше какое-либо (третье) значение. мы 


12* 
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енова получим систему 2-х уравнений © 2 неизвестными, из 
:оторой найдем новые значения для х и у. Так как для 2 мы 
можем назначать сколько угодно различных чисел, то и для хи 
у можем получить сколько угодно значений (соответствующих 
взятым значениям 2). Значит, 2 уравнения с 8 неизвестными 
допускают бесчисленное множество решений; другими словами, 
такая система неопределенна. 

Елце большая неопределенность будет, если имеется всего 
1 уравнение с 3-мя неизвестными. Тогда можно будег для каких- 
нибудь 2-х неизвестных назначить произвольные числа; хретье же 
немзвестное найдется из данного уравнесия, подставив в него 
значения, взятые произвольно для двух неизвествых. 

Для того, чтобы можно было найти определенные численные 
значения для трех неизвестных х, у и 2, необходимо, чтобы была 
задана система 3-х уравнений. Такая система может быть ре- 
шена ©пособом подетановкп, а также з способом сложеняя ила 
вычитания уравнений. Покажем применение этих способов на 
следующем примере (каждое уравнение предварительно приведено 
к нормальному виду): 

3х — 29 -- 52 =7 
7% -- 4у — 8а=3 
5% —Зу —42= — 12 


151. Способ подстановки. Из какого-нибудь уравненая, 
напр, из первого, определим олно неизвестное, напр. 2, кав 
фуякцию от двух остальных неизвестных: 


7 + 29—52 
ие 


Подетавим это выражение на место 5 в остальные уравнения; 


- 74 2у—5= 
Г. ры 


| 4у— 8а=3 


5 За 


Мы приходим таким образом, к системе 2-х уравнений 
с 9-мя неизвестными у и 2. Решив эту систему по какому-ни- 
будь из снособов, указанных раньше, найдем численные значения 
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=. . 


подставив эти числа в выражение, выведенное нами для 3, най 
дем и эт0 неизвестное: 


для у и 2. В нашем примере это будут значения: =; = 


7+{2.3—5.2 
1. 


Таким образом, предложенная система имеет решение = 1 
82-2. 


` 


Поверка: 
3.1—2.815.2=3— 6-4 10=7: 
1.1 4.3—8.2=1-- 12—16 =3: 
5.1—8.8—4.2=5— 9— 8=— 12 


152. Способ сложения или вычитания. Из 3х дан- 
ных уравнений возьмем какие-нибудь 2, напр. 1-е и 2-е, и. 
уравияв в них коэффициенты перед одним неизвестным. ван р- 
иеред 2, исключим из них это неизвестное способом сложенвя 
или вычитания; от этого нолучим олно уравнение с 2-мя нешз- 
вестными 1 и у. Потом возьмем какие-нибуль 2 других уравне- 
ния из 3-х данных, напр., 1-е и 3-е (или 2-е и 3- -е) и тем же 
способом леключим из них то зке неизвестное, т. е. 2; от этого 
получим еще одно уравнение с д и у: 


1) 3х — 2% 52=7 (на 8) 244 — 16у | 402 = 56 
2) 74 -- 4у— 82=3 (на 5) — 350-209 — 40—15 
59% + 49 = 
1) 34 —2у-52= 71 (ва4) 12%— 8у-202=28 
3) 55 —Зу—42=12 (наб) 252 — 15у — 20, = 60 
37% — 239 =—82. 


Решим получившиеея 2 уравнения: 5=1, у-—=8. Ветавих 
эти числа в одно из трех данных уравнений, напр., в первое: 


3.1 —2.5- 52=7; 55=7-—8-46=10; 2=ы 


Ая. 


153. Замечание. Теми же двумя способами мы можем 
привести систему 4-х уравнений с 4 неизвестными к системе 
3-х уравнений с 3 неизвестными (а эту систему — к системе 
2-х уравнений с 2 неизвестными, и т. д.). 

Вообще систему т уравнений с т неизвестными мы можем 
привести к системе я — 1 ур. е ж— 1 неизв. (а эту систему 
5 снстеме и — 2 ур. ет— 2 неизв. ит. д.). 


ГЛАВА ПЕ 


Некоторые особые случаи систем уравнений. 


1 
154. Т. Случай, когда не все неизвестные входят в каждое 
и5 данных уравнений; напр.: 


10% — 9-32 =5 


49 — 55= 6 
| 29 -- 32 = 6 
Зи -Е % = 4. 


3 этом случае система решается быстрее, чем обыкновенно, так 
вак в некоторых уравнениях уже исключены те или другие не- 
известные. Надо только сообразить, какие неизвестные и из ка- 
вих уравнений следует исключить, чтобы возможно скорее дойти 
до одного уравнения с одним неизвестным. В нашем примере, 
исключив 2 из 1-го и 3-го, ур. и © из 2-го и 4-го, получиы 
2 уравн. ети у: 


__ 1105 — у- 32=5 ЕЕ: 
29 38=6 49 | бу=8 
10% — 39 =—1 — 55 — бу=— 2. 


Рентив эти уравнения, найдем: 


$=0, = '/з- 


Теперь вставим эти чиела во 2-е и 3-е уравнения; тогда пелучии; 


А Е) = №. 


—м8 — 


П. Случай, когда немзвестные входят в виде дробей: ‘т, '/у.. 


Пусть дана система: 


1 1 1 й 
и 
1 1 "= 5 
а 9 
1 1 1 1 
а = 


Всего проще такую систему можно решить посредством введения 


вспомогательных неизвестных. Положим, что 


р=ах. 


Чу=у и Ч2==. Тогда мы получим такую систему с неизве- 


етными 5, у’ и 2": 


и 
Уф =Е 


5 
р } Пе Е 
= фи: 
т 
ПРИ 
и 6. 
Решив эту систему, найдем: * 
| 1 1 
=>, У=1, "=3; 
т. е, 
И т Ре. 
ж у --ЕаЗ 
Отеюда окончательно находим: 
Ева 
Возьмем еще другой пример: 
зна 
т СТ а 
Е у 2 
Е] 1 н 
ое Е Бе 
х у Ё о 
5 а — 1 
т г: 
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Дроби */5, "/у и т. в. можно рассматривать, как проивведен 
3.'/5, 2.9 ит. д. Поэтому, евли положим, что 5 =х, Чу=у 
и '2=2, то система изобразится так: 


За | 2—4 = — 13 
ба’ —Зу'— Бу, 
— БЕТ |2 =0. 


Из этих уравнений находим: 


т =2, у= Че 2'=5; 
значит: 
в=2, уу =, Че 5; 
откуда: 
%='/, У=2, 2=\|;. 


ПТ. Случай, когда полезно все данные уравнения сложить, 
Нусть имеем систему: 


АЕ 
у а=В 
ее 2==С, 


Сложнв вее три уравнения найдем: 


(Ру =а-ь- сх а 


Вычтя из последнего уравнения каждое яз данных, получим: 


аьс я абс ь атс 
=—5 —@ = 5 _— В У=— —— 
Упражнения. 
$8 151—153. 


„Решить уравнения: 


33. 45 — Зи 22 =9 34. 3:— уф в= 17 
2% | 5у— 32 =4 5 Зи — 22 = 10 
5% бу — 22 = 18 717 + 49—52 =3 


АТ 


35. 2% 5у — 324140 =0 36. 18% — Ту — Б2= 11 
5% — бу -{ 22 = 45 2 у — у 2 = та 
52 — 195 + 7% ту 22+ 2у-- Ух = 13 


37. Три лица А, Ви С имеют вместе 1890 руб. Нели В 
даст 200 руб. 4, то тогда у А окажется на 160 руб. больше, 
чем у В; если же С даст В 70 руб. то тогла у Ви С было бы 
поровну. Сколько денег имест каждое лицо? 

38. Три покупателя покупают кофе, сахар и чай. Первый 
покупатель за 8 фунт. кофе, 10 ф. сахара и 3 ф- чая заплатил 
14 руб; второй покупалель за 4 ф. кофе, 15 ф. сахара и 5 ф. 
чая уплзатиз 16 руб, а третий покупатель израеходогал 33 руб. 
на покупку 12 $. кофе, 20 ф. сахара и 10 ф. чая. Найти цену 
фунта кофе, сахара и чая. 

39. Найти трехзначное число по следующим условиям: 
1) Сумма цифр сотен и единиц равна удвоенной цифре десат- 
ков; 2} частное от деления искомого числа на сумму его трех 
цифр равно 48; и 3) если вычтем из искомого числа 198, то 
получим число, написанное теми же цифрами, но в обралном 
порядке. 

40. Три каменьшика А, Ви С строят стену. 4 и БР, ра- 
ботая выесте, могли бы окончиль ее в 12 дней Ви Св 50 
дней, 4 и Св 15 дней. Во сколько дней каждый каменьщик 
окончил бы работу, работая отлельно от других и во сколько 
дней окончат трое, работая совместно? 

41. Имеются три куска сплава ив золота, серебра и меди; 
эти куски содержат: 


1-й кусок—2 части зол. 3 части сер. и 4 части меди; 
2-й » —3 з » 4. » э > 5 > >” 
8-й т = э ыы 8 » э ы 5 р р 


Сколько фунтов надо взять эт каждого куска. чтобы получить 
сплав, содержащий 5 фунтов золота, 6 ф. сер. и 8 фунт. меди? 

О бяснение. Пусть от первого куска надо взять х фун- 
тов, от второго у ф. и от третьего 2 ф. Так как в первом куске 
на 2-|-3-|-4 части сплава приходится золота 2 части, серебра 
3 части и меди 4 части, то в нем содержится золота 2, ееребра 
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35 =; и меди */. Во втором куске содержится золота */ 5 = "и, 
серебра */, = '/; и меди °/; в третьем куске содержится золота 
*/› = /» серебра */, = '/, и меди 5]... След., в х фунтах, взятых 
эт первого куска, золота будет °/х, серебра '/х и меди “|, 5; 
к у фунт. второго и в г фунт. третьего куска количества этих 
мет лтов выразятея так. у, зу, /ьф а, Ча, “[о5. 


По устовиям задачи будем иметь: Вместо одного из этих 
т . й уравнений можно взять 
ри Га И ки ,й Вы новое уравнение: 

и ‘луг |= 6 
ол р т а |2] — 19 
Д-Р Е ат В ву 2 = 19. 


42. Иментея три куска сплава из золота, серебра и меди; 
эти куски содержат: 


> 


1-й кусок-—50 часте» зол. 60 част. сер., 80 част. меди; 
2-й „ —30 О. хо Ни 5 
8 „35 ба = 90 = я 


По скольку фунтов надо взять от каждого куска, чтобы 0образо- 
вать сплав, содержащий 70 фун. золота, 118$. серебра и 162 ф. меди? 

43. Три подростка А, Ви С, состязаясь в скорости бега, 
условились, что после каждого состязания отставший должен даль 
остальным Двум столько яблок, сколько они имели до этого состя- 
зания. Состязаться принимались они 3 раза. В первый раз отстал А, 
во второй раз В и в третий раз С. После третьего состязания у каж- 
дого оказалось одинаковое число яблок. Сколько яблок было у 
каждого до напала состязаний? 


$ 154. 


Ретпить системы уравнений: 


44. Зх-- 59 = 161 45. 44—32 и= 
Ч 22 = 209 5у-- 2—4и=1 
у = 89 Зун = 17 

я - Зу -- Зи = 25 
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346. 7 7—1 52 = В оо 


109 — 37= Ш 22— у 2.=9 —9н 
3 -- 14% = 57 х-- ЗУ 52 —4и=2 
2% — 112 = 50 4% — 8у — За Зи = 19 
2 3 4 1 2 6 з 

48. и 49. и р оО 

8 4 5 Ир 4 2 й 

РА а *. Гу 1 

4 5 1 6 3 1 5 

Ва тя — 105 


50. Как всего проще решить систему: 


ву 2 = 291, 
я-Ну— 2 = 18'/, 
я—у-2 = 137, 


ОТДЕЛ У\У'. 
СТЕПЕНИ и КОРНИ. 


ГЛАВА 1. 
Основные свойства возвышения в степень. 


155. Определение етепени. Как мы уже говорили 
в сахом вначале алгебры, произведение двух одинаковых чисел аа 
наз. втерою стененью (или квадратом) числа а, произвеление 
трех одинаковых чисел ааа наз. третьею степенью (или кубон) 
числа а; вообще, произвеление я одинаковых чисел аа...@ наз. 
я-ою стененью а. 

Действие, посредством которого находится степень числа а, 
наз. возвышением @ в степень (вторую, третью и т. д.). 
Повторяющийся сомножитель наз. основанием степени, а чи- 
ело сомножителей наз. показателем степени. 

Принято стененк обозначать сокращенно так: а”, а, @.. ит. А. 

156. Правило знаков. Мы видели (8 38), что проивве- 
дение относительных чисел будет положительное число в том слу- 
чае, когда число отрицательных сомножителей четное (или их 
совсем не будет), и отрицательное число, когла таких сомножи- 
телей нечетное чиело. Применяя это свойство к степени, мы мб- 
жем высказать следующее пр авило знаков: 

от возвышения отрицательного числа в сте 
нень С четным показателем получается положн- 
тельное число, а с нечетным показателем — отри- 
цательное. 


г 


(—-51=-5(-Э=+ 25 
А 5-5 
(Е УВ С “Ь) > `Ь) НЫЕ и. 

([- 1 =Е- 61) ([—-=1т Шать 


157. Возвышение в степень произведения, сте. 
пени и дроби. Это возвышение выполняется согласно сле- 
дующим трем теоремам. 

Теорема 1. Чтобы возвыеить произведение в какую - ня- 
буль степень, достаточно возвыеить в эту степень каждого сожно- 
жителя отдельно '). 

Нусть требуется возвысить произведение абс в квадрат. Это 
значит, что требуется адс умножить на афе. Но при умноженяи 
одночленов показатели одинаковых букв складываются; значит: 


(66)? = (абв) (абс) = а 1+ т обес? 
Подобно этому: 
(абс) = (абс) (@15) (абс) = абс? 


Вообще: 
(авс)" = (ас) (афс)...(афс) = а”Б”е”. 


Теорема 2. Чтобы возвысить степень в степень, доста- 
точно перемножить показателей этих степеней. 


"Так: 
(= ай. а а = а. 


(г) = т.т т = +5 — ИЗ. 


Вообще: 


(ет == а” ь ап $ а" А ат — а” тен... = ИНЬ 


') Дли сокращения речи теоремы эхп, как и последующие, выражены не совгом 
подо; нахо бы еще добавить: „и полученные результаты перемножить“; но добавление 
то издишне, так как оно само собою подразумеваетсн. 

1 
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Теорема 3. Чтобы возвысить дробь в стелснь. доетаточно 
зезвыекть в эту етепень числителя и знаменателя отдельно. 


Действительно, согласно празилу умножения дробей мы найдем: 


ааа @= 
(=) = МЫ; | (5) =%-8 Ее: 
Веобще: 
ав Г а а ва... а” 
И МА ЕР Пит 0 


158. Возвышение в степень одночленов и дребей. 
Пусть требуется возвысить одночлен — 34% в какую-нибудь сте- 
пеяь. Применяя теорему 1-ю, а потом 2-ю, можем написать: 

(— За} =(— 3) (@) (= 99а; 
(— 345) =(—3}8 (в 6 = — 27а" и т. в. 

Нравнло. Чтобы возвысить в степень одночяен. доста- 


течяс возвысить в эту стенень его козэфФЕЦиевТ И показателей 
ывех оТкв умножить на ноказателя отенени. 


Тробные выражения возвышаютея в стенень но теореме 3-й. 
Так: 
(28 т) = еж а __ 94° 
-- бу = бу 
Нртнеры: 
1} (— 222 /^} = — Ваза. 
2) (— 3а626°)* = 81а ег. 
— а (— 35°}? _ Эа“ 


44 7 ( 44°) 16а“ 


3) 


ее 


ГЛАВА ЦП. 


Возвышение в квадрат многочлена. 


159. Мы знаем, что: 
(В = а Зав. 


Нользуяеь этой формулой, мы можем весьма просто возвысить 
в квадрат трехчлен а--Ь-- с, рассматривая его как сумму 
(ан с 

(ас =[{еа Но) + = (@а 0 а-+осте- 


= За иоа ет с. 


Мы видим таким образом, что с прибавлением к двучаену 
@-|-6 третьего члена с после возвышения в квадрат прибавилиеь 
2 члена: 1) удвоенное произведение еуммы первых двух членов 
на третий член и 2) квадрат третьего члена. Приложим теперь 
к трехчлену @-РО-Рс еще четвертый член 4 и возвыеим че- 
тырохчлен а -|- 0 -|- с--@ в квадрат еокразщеяным путем, прини- 
мая сумму а с за один член: 


а -е- а) = [(а- Ро а = (ето 
Заре оа- а. 


Подетавив вместо (а-Н В -| с)’ то выражение, которое мы 
получили выше, найдем: 


(а+ Б-е+ а)? = а?’ + 2аЪ + 5? +2 (а + В) ес (ат те а-+а>. 


Мы опять замечаем, что © прибавлением нового члева, к воз- 
вышаемому многочлену в квадрате его прибавляются 2 члена: 
1) удвоенное произведение суммы прежних членов на новый член 
и 2) квадрат нового члена. Очевидно, что такое прибавление 
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двух членов будет итти и дальше по мере прибавления новых 
членов к возвышаемому иногочлену. 


Поэтому мы можем высказать следующую теорему: 


квадрат многочлена равен: квадрату 1-го члена, 
плюс удвоенное произведение 1-го члена на 2-й 
плюс квадрат 2-го члена, плюс удвоенное произве- 
дение суммы первых двух членов на 3-Й, плюс квад- 
рат 3-го члена, плюс удвоенное произведение 
суммы первых трех членов ва 4-й. плюе квадрат 
4 члена ит д 


Упражнения. 

88 155—156. 
1. (— 1); (— 1% С 10; (1% 
2. (— 2}; (—2)8 (—2}; (— 2) 


и - 
4. — (— 1); — (— 18: [-(— Е 


Упростить следующие выражения: 
5. ® + (—а) 6. ®-(—*} ТУ (- 4 


Убедиться, что: 


8. (8—7) = (7—8) (@—5} = 6—2 
9. (10—5)* = — (5—10}% (2— у = — (у— 


$ 157. 


10. (ти); (259; (—1, а6е)% (—5ажв. 
и. (425 Са 48 ау 


О 
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8 158. 
$8. ао 14. Са} 15. (0,2а63*)? 
16. (Ол 17. т 18. и 
ыы 
ее 
$ 159. 


20. (2? Чар 1) 

21. (7 — 4—3} 

22. (— Бах | За — вв 83 
23. (0,3я— 0,197 — д - 0,5}? 

24. (9.06 арь" | дав ОЗ 


Убедитьея на следующих примерах, что квадрат многочлена, 
не изменится, если мы переменим знаки перед всеми членани 
иногочлена на противоположные: 

25. (а - с} = (авс) 

- 26. (29—27 З7 1} = (—297 + -- 3—1} 

21. Если верно равенство (а — 5)* — (21 — я)* можно ли 
отсюда заключить, что а— В = ж— и? 

Напр. равенство: (5—3} = (4—6)’ верно, но можно ли 
из него заключить, что 5—8 = 4—6, те что 9 = — ео 


ГЛАВА Ш. 
Основные свойства извлечения корня. 


160. Задача 1. Найти сторону квадрата, которого площадь 
равнялась бы площади прямоугольника © основанием 16 см и 
выеотою в 4 см. 


Обозначив сторону искомого квадрала буквой х (см), полу- 
чим такое уравнение: 
7=16.4 те 9-64. 


А. Киселев. Алгебра. 18 
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Мы видим тавим образом, что 1 есть такое число, которев, 
будучи возвышено во вторую степень (в квадрат), дает в резуль- 
тале 64. Такое чиело наз. корнем второй степени из 64. 
Оно равно 3 или —8, так как 8*=64 и (—8)}’=64. Так как 
сторона, искомого квадрата, должна, быть числом положительным. 
то для нашей задачи нужно взять число 8. 

161. Залача 2. Из свинцового куска, весящего 1 к 
375 а (1375 №), отлит куб. Как велико ребро этого куба, 
если известно, что 1 куб. сант. свинца весит 11 траммов. 

Пусть длина ребра куба будет 2 см. Тогда его 0б‘ем будет 
равен 2 куб. см, а вес его окажется 1147 эр. 

Значит: 

1122 = 1375; 48 =1375:11 = 125. 

Мы видим таким образом, что х есть такое число, которов, 
возвышенное в третью стенень (в куб.), составляет 125. Такое 
число наз. корнем третьей степени из 125. Оно, как не- 
трудно догадаться, равно 5, так как 53—5.5.5=125. Значит, 
ребро куба, о котором говорится в задаче, имеет длину в 5 см. 

162. Определение корня. Корнем второй степени (или 
квадратным) из чиела а наз. такое чиело, которого квадрат 
равняется а. 

Корнем третьей степени (или кубичным) из числа @ наз 
такое чиело, которого куб равняется а. 

Так, квадратный корень из 49 есть 7, а также и — 7, так 
как 71?=49 и (—7)=49; кубичный корень из — 125 есть — 5, 
так как (— 5)}*=(— 5)(—5)(—5) = — 125. 

Вообще корнем я-ой степени из числа @ наз. та- 
кое число, которого я-ая степень равна 4. 

Число и, означающее, какой степени находится корень, наз, 
ноказателем корня. 


Корень обозначается знаком У (нак радикала, т.-е. корня). 
Пол горизонтальной чертой его пишут то чиело, из которого ко- 
рень находится, & над отверстием угла ставят показателя корня 
Так: 

8 

корень кубичный из 27 обозначаетея . . ‚ И2т; 

4 й 
корень четвертой степени из 82 обозначается УЗ2. 
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Показателя квадратного корня принято не писаль вовсе; 
аи Вы 
напр., У16 замевяет собою обозначение И 16. 


Знак И (введенный впервые в ХУТ столетии), по всей 
вероятности, представляет ` собою видоизменение буквы 7, начзль- 
ной латинского елова „га х“, что значит „корень“. От этоге 
слова возникло употребляемое в наших руководствах слово 
„радикал“. 

Действие, посредством которого отыскивается корень, наз. 
извлечением корня; оно обратно возвышению в степень. 
так как посредством этого действия отыскивается то, что дано 
при возвышении в степень, именно, основание степени, а, дано то, 
что при возвышении в степень отыскивается, именно сама степень. 


Из определения корня следует: 


(из) =” ( Ув) В аи ( Иа} а 


и. Вы те 
Ис = Ув =а... Иа” 7 


возвышение в степень и извлечение кория 
той же самой степени суть действия, взаимно 
уничтожающиеся (как вообще веякие два обралных дей- 
ствия: вычитание и сложение, деление и умножение). 


163. Арифиетический корень. Корень наз. арифие- 
тическим в том случае, когда он извлекается ‘из положитель- 
ного числа и сам есть положительное чиело. Наир., арифметиче- 
ский квадратный корень из 49 есть 7, тогда как число — 7. 
которое тоже есть квадратный корень из 49, нельзя назвать 
арифметическим. 

Укажем следующие 2 свойства арифметического корня. 

1. Арифметический корень данной степени из данного числа 
может быть только одия. 

Напур., арифметический квадратный корень из 49 есть 7, 
и не может равняться никакому другому числу, ни меньшему. 
7 *-ми. Действительно, еели какое-нибудь чиеле 


г.-е. 


7-ми, ни ббльшему 7 


4 меньше 7-ми, то < 17° (е уменышением множимого и мно- 
жителя произведение уменьшается), & если @>> 7, то а*> 72; но 
7 =49; значит, 0°> 49 и потому число а, будет ли оно меньше 


13* 
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или больше 7-ми, не может составить арифыетичеекого квадрат 
ного корня из 49. 


ме 3 В, 
__ П. Еслиа> в, то Ув уь Ус У и тд. (если знаком 
У обозначаем арифметичеекий корень). 


Действительно, если допустим, напр. что Ув< Ук или 


ыы =. =. ь 
что Ув=Уь то тогда мы имели бет: (и \ < (и ) ‚ или [9 ке. 
=(и), те. а, или а=6; тогда как нам дано, что #6. 


Значит, нельзя допустить ни того, что Иа < УЬ, ни того, чте 
Ув = Ик поэтому Уа> У 
164. Алгебраичеекий корень. Корень наз. алгебраи- 


ческим, если не требуется, чтобы он извлекалея непременно из 
положительного чиела и чтобы сам он был положительное число. 


® 
Таким образом, если под выражением ТВ разумеется алгебраи- 
ческий корень я-й степени из а, то подкоренное число может 
быть какое угодно, и положительное и отрицательное, и самый 
корень может быть и положительным чиелом, и отрицательным. 


Укажем следующие 4 свойства такого корня: 


№ Корень нечетной степени из положительного чмела есть 
положительное число. 


3 
Так, Ув должен быть чиелом положительным, так как 
отрицательное число, возвышенное в степень с нечетным нока- 
залелем, дает отрицательное число. 
П. Корень нечетной степени из отрицательното чиела ееть 
отрицательное число. 
3 


Так, У —8 должен быть отрицательным числом, так как 
положительное число, возвышенное в какую бы то ни было ете- 
пень, дает положительное число, а не отрицательное. 

Ш. Корень четной стелени из положительного числа имеет 
два значения е противоположными знаками и с одинаковой абео- 
хютной велячиной. 
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Так, И 4= 12 и Им 4=— 2, потому что (-- ле -4 
4 д 

я (— 2)*=-- 4; точно также У 81 — Зи Уз1 = — 3, потому 
что обе степени (-- 3)* и (—3) равны одному и тому же числу. 
Двойное значение корня обозначается обыкновенно поста- 
новкою двух знаков перед абсолютной величиной корня; так, 


пашут: У+ 4= +2, или короче И4 = +0. 

ГУ. Корень четной степени из отринзтельного числе не мо- 
жет равняться никакому — ни положительному, НИ отрицательному — 
чнолу, так как и то, и другое косле возвышения в степень 
с четным показателем дает положительное чиело, а не отрица- 


тельное. Напр., У — 9 не равен ни 3 ми —Зиви какому 
аному числу. 

Корень четной степени из отрицательного числа принято 
называть мницым числом, относительные же числа называются 
вещественными или действительными числами. 

165. Извлечение корня из произведения, из ете- 

пени и из дроби. Заметим, что в теоремах этого параграфа 
предполагается, что подкоренные числа взяты такими, что из 
чих корень извлекается; кроме того корни разумеютея а рифме- 
тические. 

Теорена 1. Чтобы извлечь корень яз пронзведения, до- 
статочно извлечь его из каждого сомножителя отдельно. 


Напр: Уще=Ич. У. У. 


Чтобы убедитьея в этом, возвыеим правую чаеть этого ра- 
зенства в квадрат (по теореме: „чтобы возвысить в степень 
произведение, достаточно... ); 


(г. их. и) = (иё} 6%) (5). 
в (У) = (И) =ь (2) = 
Ом (и УЗ из} Ь, 


= а 
Если же квадрат произведения УР Иа Ус равен афс. то 
это значит, что произведение это составляет квадратный воревь 
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ав @6с (лругого же арифметического квадратного корня из абс 


быть не может). 
Так же убедимся, что теорема верна и длз корня какой 


угодно другой степени. 


Принер. Ит600 =У16.100=У16 . И100 =4. 10=40. 


Теорема 2. Чтобы извлечь корень из стелени, показатель 
которой делится на показателя корня, достаточно разделить ио- 
казатоля степени ва показателя корня. 


Так: 
а 
У =а® потому что (&)=0; 


8 
Уз? =а потому что (“}=ай; ит. в. 


Теорема 3. Чтобы извлечь корень из дроби, деетаточно 
азвлечь его из чиелителя и знаменателя отдельно. 


Так: 
Рея в х 9 к 
УЕ — 1, потому что (=) ее: 

: `57 У м 8 2 _8. 3_ 8 27 
1 _ ия, о (=) = 2 ит. п. 
и - 

У! 55 


166. Извлечение корня из одночленов. Пусть тре 
буется найти У9а8х? Применяя теорему 1-ю, а затем 2-ую; 


аолучим: 


У 9 вр” = Уз И“ Ув УР = За26х. 


Если искомый квадратный корень предполагается алге 
браический, то перед найденным результатом надо поставить 
ва знака Г. 

Правило. Чтобы извлечь корень из одночлена, достаточио 


азвлечь ето из коэффициента и разделить показателей букв : 
покагателя корня, если это деление возможно нацело. 
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167. Некоторые преобразования радикалов. Из- 
яеженные теоремы позволяют делать следующие преобразования 
радикалов: 

1) Вынесение иножнтелей за знак радикала. Еели подко- 
ренное выражение разлагается на таких множителей, что из не- 
которых из них можно извлечь корень, то такие сомножители, 
по извлечении ив 1:1 594 корня, могут быть написаны неред зна- 
ком радикала (могут быть вынесены за знак радикала). 


Примеры: ;) ИУз=Иза- И? Иа=аНа 
2) Издана =У4 . вамйя — ЗалхУ ва. 


з 3 Е 
3) ть. УВ . 2яи=2%У 9х. 


2. Обратное преобразование: полведение множителей. 
этолщих перед радикалом, под знак этого радикала. Иногда Не. 
полезно, наоборот, подвеети под знак радикала множителей, 
стоящих перед НИМ, ДЛЯ ЭТОГО достаточно возвыеить таких мно- 
жителей в степень, показатель которой равен показателю ради- 
Бала, а затем ваписать множителями нод знаком радивала. 


Иримеры: 1) а? ро -И® аа = -Има = Ух, 


о 


2) 25 Иса И ии Изя 
Иен = Изер -Изж а 


3. Освобождение подкоренного выражения от знаменателей 


Примеры: 1} р - Преобразуем ‹ дробь так, чтобы из 


визменателя можно было извлечь квадратный корень. Для этого 
зоетаточно умножить оба члена дроби на 2, на @ и на 1, *.-е 
на Эа: 


3 _ п /В2а _ Иба _ Увах Ро ре 
У== ‚- да У ВИ. = 2027 — 20а бах. 


У15х ‚ . 
2 у == =И*; ® о. 155. 
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3) у 2а > Сначала приведем все члены подкоренного 


выражения Е общему знаменателю и ак еложение; 


Уи =. т-уеы 


Теперь, чтобы из знаменателя можно было извлечь кубич- 
ный корень, умножим оба члена дроби на 2: 


А 


эл У Тбаза | 9 АС” 
рее `ещ Тбах 2х а + ты Ува 27. 


Ва 8 
4% С й не 


Замечание. Если требуется извлечь корень из алгебран- 
| ческой суммы, то было бы ошибочно извлечь его из каждое 
слагаемого отдельно. Нанр., Уз -- 16 _У25 = 5, тогда кав 
Уэ-- У16 =3 | 4=7; звачат, Уэ-- 16== Уз И!16. Веообне: 
У а == Ув Уи Ха == Уг—У $, в чем можно убе- 
диться поверкой: 
‚=. —\2 В — —\3 
В ВУЬ) = (Уз) + 2Уа УВ (ИБ) фа Ив 5 
УГУ) (Узи и а ть 


Упражнения. 

&5 162—164. 
28. Уч; И100; об; У; У& У#. 
29. (У }* (и) (г); ЕЕ 


3 


—1; У — 0,009. 


З 
30. Ут 5 УЧ; 
Утв Ут. 5 Ут. 
и 


32. У —4; т - у —а2. > 6: 


31. 


= 


33. У4.9; УЧ, 0,0125; Идо 
34. 
35. 
36. 


87. 


38. 


у = 


$ 165. 


НЕ КЗ 5 
У— 21% Уч ал Ис. 
ЕДЕ 


зы 
У2° 


39. и 9. 5 И УЕ а 
40. У 254855 
Е м 
43. У— 0,0015 уз 
`Зазй* 
у 
жет 
47 ДЕ 
| ры ° 


Преобразовать следующие радикалы: 


48 Уд 
50. У Бал». 


3 аа 

— У; У - ®)в. 
по СЕ 

у» р = 


а. зуаь 
а, дуачь 


7 
5 т-—” 


8 166. 


41. Уо3 бу 


У да. Ри 


42 Уи, 


ча Убе 


46. р 6,01". 


’ 49а 


8 16%. 


49. Из. 


‚м 
51 | ба" 
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59. У — 8125 58. У98 (а 5} 

3 . з ее. 
56. 2У2; 3/1]; аИ& 51. 2% УЧ Ч,У4е. 

З ” ®- 
53. ии. У 54а. 59. 2а?У За В 
60. @-+ Уаз 61. 2 (2—9) У (У) 
ам 63: а7 64, ЗЕ 

б р 600" р 540` у а—= 

ь 7 Ва. 66 / ив в. 
65. р д9а у? : у < 2 ее. 


ДУ 
$) 7 № 
ОТДЕЛ УП &>.— 
ИЗВЛЕЧЕНИЕ КВАДРАТНОГО КОРНЯ ИЗ ь 
УИСЕЛ. 
ГЛАВА "1. 


Извлечение корня из наибольшего целого квадрата, заключаю- 
щегося в данном целом числе. 


168. Предварительные замечания. 1) Если станем 
возвышаль в квадрат чиела натурального ряда: 1, 2, 8, 4..., то 
получим бесконечный ряд возрастающих квадратов: 


1, 4% 9 16.125, 3699. 081, 100. 12Г 49. 


Просматривая этот ряд, мы замечаем, что есть очень много 
целых чисел, которые в этом ряду не находятся; таковы, напр., 
числа 3, 8, 14, 21 и многие другие. Очевидно, что всякое такое 
число не может быть квадратом целого чиела. 

Пусть вам дано какое-нибудь целое число, напр., 4082, 
и требуется из него извлечь квадратный корень. Условимея, что 
требование это надо понимать так: извлечь квадратный коревь 
или из самого числа (если оно окажется квадратом целого чиела ) 
или же из наибольшего квадрата целого числа, 
какой заключается в данном числе. 

2) Если данное целое число менее 100, то квадр. корень. 
из него находится по таблице умножения, напр., квадр. корень 
из 60 будет 7, потому что 7?=49, что меньше 60, а 8*=64. 
что бельше 60. 
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Когда данное число более 100, то квадратный корень из 
него более (или равен) 10 и, следовательно, состоит из двух 
или более цифр. Сколько бы цифр в нем ни было, условимся 
рассматривать его, как сумму только десятков и простых еди- 
ниц; если, напр., корень будет число 358, то мы будем его пред- 
оставлять так: 35 десятков -|-8 единиц. 

3) Извлечение квадратного корня из целых чисел основано 
на некотором свойстве числа десятков корня и на некотором 
свойстве числа его простых единиц. Эти два свойства мы прежде 
всего и рассмотрим. 

169. Свойство чпела десятков корня. Пусть тре- 
буется извлечь квадратный корень из какого-нибудь числа, ббль- 
шего 100, напр., из числа 4082. Обозначим число десятков корня 
буквою х (все равно, будет ли оно однозначное или многознач- 
кое), а число его простых едивиц буквою у. Так как в каж- 
дом десятке содержится 10 единиц, то искомый корень выра- 
зится 105--у9. Ивадрат этой суммы должен быть наибольшим 
квадратом целого числа, заключающимея в 4082; в этом чиеле 
может быть еще некоторый избыток над наибольшим квадратом, 
который назовем остатком от извлечения корня; поэтому 
можно наниеалть: 


4082 = (105 -- у)? --оет. = 10047 2210--у?-Рост. 


Чтобы найти чиело 2. возьмем из обеих частей этого ра- 
венства только одни сотни. В левой части сотен заключается 40. 
Посмотрим, сколько их будет в правой части. В нервом члене 
(10027), очевидно, сотен заключается 2; в сумме остальных трех 
членов сотни могут быть, но могут и не быть (что зависит от 
величины чисел д и у и остатка от извлечения) *); значит, мы 
можем только утверждать, что в правой части уравнения всех 
сотен будет или №. или больше 27. Так как число сотен в левой 
части равенства должно быть такое же, как и в правой, то 


4027 и, след. 540. 


1) Если, напр., допустим, что я =6, У —3, 10 уже один член 945у. 10, равиня 
когла числу У60, будет содержать в себе 9 сотен; если же иримем, что д —1, у—=9, 
то тогда в сумие двух членов 20у. 10 + у?, равной 44. ше будет сохертаться ии 
озной сотин. . 
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Йз этого следует, что д’ есть такой квадрат целого числа. 
который содержится в 40. Но таких квадратов есть нееколько, 
& именно: 36, 25, 16 ит. д. Раз‘ясним, что за 2’ надо принять 
наибольший из этих квадралов, т.е. 36. Действительно, если 
бы мы взяли за 27, положим, 25, то искомый корень содержал бк 
в себе 5 десятков с несколькими единицами; но число, состоящее 
из 5 десятков с несколькими единицами (хотя бы этих единиц 
было и 9), меньше 6 десятков (59 < 60); между тем квадрат 
6 десятков составляет только 36 сотен (60*= 3600), что меньше 
4082, а так как мы ищем квадратный корень из наибольшего 
квадрата, какой только заключается в 4089, то не должны брать 
для корня 5 десятков с единицами, когла и 6-ти десятков ока- 
зывается немного. Если же за я надо взять число 36, то 
2=У36=6. 

Таким образом, число десятков искомого корня- 
равно квадратному корню из наибольшего целого 
квадрата, заключающегося в числе сотен данного 
числа. 

Когда данное число, как взятое нами, менее 10000, тогда 
число сотен в нем менее 100; в этом случае десятки корня па- 
ходятся по таблице умножения. 

190. Свойство числа простых единиц корня. 
Положим, что мы нашли десятки корня; тогда мы можем вы- 
числить квадрат десятков, т.е. член 10022; для нашего примера 
1—6 и 10022 составит 3600. Вычтем это число яз 4089: 


4082 
—836 


482. 


Для этого достаточно из 40 еотен вычесть 86 сотен и к 
остатку снести цифры 82. Получившееся число 482 назовем 
нервым остатком. В нем должны заключалься: удвоениое проив- 
ведение десятков корня на его единицы, квадрат единиц и остаток. 
извлечения, если он есть, т.-е. 


482 =22410 {9-1 ост. 
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Чтобы найти у, возьмем из обеих частей этого равенства 


только одни десяткя В левой части их 48, а в правой 2ху или 
больше (если в сумме у’-|- ост. окажутся десятки)‘); поэтому: 


48 
Е . < 48: = 
48 — 254/; елед., 22 = 48; поэтому У 
Таким образом, число простых единиц корня или 
равно целому частному от деления числа десят- 
ков первого остатка на удвоенное число десятков 
корня, или меньше этого частного, 


Пользуясь этим свойством, мы можем найти единицы корня, 
эели его десятки уже найдены. Так, в нашем примере, под- 
ставив на место х найденное прежде число 6, найдем, что у==4. 
Отеюда следует, что у равен или 4, или 3, или 2, или 1, или 0. 
Здесь мы не можем утверждать заранее, что у равняется наиболь- 
шему из этих чисел. это иногда бывает, а иногда и нет. Чтобы 
узнать окончательно, какому из этих чисел равняется у, станем 
испытывать эти цифры, начиная © ббльшей, т.-е. с 4. Для этого 
вычиелим сумму 27,10 у’ и сравним полученное число © 482; 
если эта сумма даст число ббльшее 482, то испытуемая цифра 
не годится; тогда подвергнем испытанию следующую меньшую 
цифру. 

Вычиелить сумму 245910 -- у’ всего проще можно так: 
2ту10 | у =(2%10  9у)у=(2.6.10- 4) 4=-| (120 -- 4) 4= 
—=124.4=496, те. чтобы получить сразу сумму уд- 
военного произведения десятков на единицы и 
квадрата единиц, достаточно к удвоенному числу 
десятков (к 12) приписать справа цифру единиц (4) 
и на эту же цифру умножить получившееся чиело. 

Так как 496 > 482, то цифра 4 не годится; надо испытать 
дифру 3 подобным же способом: 123.3 =369. Так как 369 < 482, 
то цифра 3 годится. Иекомый корень есть 68. 

Рычтя 369 из 482, получим окончательный остаток от 
извлечения корня: 482 — 369 =113, так что можем написать: 


4089 = 63? 113. 


*) Что, напр., окажетея при 4 -> 3. 


ес хх 
УР. ы 


У — бт 


\ 171. Извлечение квадратного корня, состоящего 
из одной или из двух цифр. Если данное°чиело меныне 
-1909, то квадратный корень из него выражается одвою цифрою 
и тогда, как мы уже говорили раньше, его легко найти по таб- 
лице умножения. 

Если же данное число, напр. 4082, более 100, но менее 
10000, то корень из него более (или равен) 10 и менее 108: 
следовательно, он выражается двумя цифрами. Согласно сказан- 
ному в предыдущем параграфе, цифры эти всего удобнее нахо- 
дить таким образом: 


У 4082 — 63 
36 


12848'2 

8136 9 

я 113 
Отделив в подкореином числе сотни, извлекают квадратный 
корень из наибольшего целого квадрала, заключающегося в числе 
их; найденное число (6) пашут в корне на месте десятков. 
Вычитают квадрат десятков корня (36) из сотен данного числа 
и к остатку от сотен сносят две остальные цифры. Налево от 
остатка проводят вертикальную черту, за которую пишут уд- 
военное число десятков корня (12). Отделив в остатке десятки, 
делят число их на удвоенное число десятков корня, т.-е. на число, 
пеставленное раньше налево от вертикальной черты. Целое число, 
получившееся от этого деления, подвергают испытанию. Для этого 
приписывают его справа к удвоенному числу десятков (за вер- 
тикальной чертой) и на него же умножают получившееся от этого 
число (124 умн. на 4). Если произведение окажется больше 
остатка, то испытуемая цифра не годится; тогда подвергают 
испытанию следующую меньшую цифру (123 умн. на 3). Полу- 
чив произведение, не ббльшее остатка, подписывают его под 
остатком и вычитают, & испытуемую цифру пишут в корне на 

месте единиц. 

142. Извлечение квадратного корня, состоящего 
из трех или более цифр. Пусть теперь требуется извлечь 
«валратный корень из чиела, ббльшего 10000, иапр., из 35782. 
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Квадратный корень из такого числа более (или равен) 100 и по- 
тому состоит. из 3 или более цифр. Из скольких бы цифр он 
ни состоял, будем его рассматривать, как состоящий только из 
двух частей: из десятков и из единиц и воспользуемся доказан- 
ными выше свойствами числа десятков корня и чнела его единиц. 
Число десятков корня, как мы видели (8 169), равно квадрал- 
ному корню из наибольшего целого квадрата, заключающегеся 
в числе сотен, т.е. в 857; значит, прежде всего надо извлечь 
квадратный корень. из этого числа. Так как чиело 357 имеет 
только три цифры, то этот корень найдется по предыдущему: 
И 357 =18 
1 
‚ 281257 
8224 


© 
© 


Значит, в искомом корне из 35782 заключается 18- де- 
сятков. Чтобы найти его единицы, надо, согласно доказанному 
прежде (8 170), предварительно из 35789 вычесть квадрат 
18 десятков, для чего достаточно из 357 вычесть квадрат 18 
и к остатку снести цифры 82. Остаток от вычитания квадрата 
18 из 357 у нас уже есть: это 33. Значит, для получения остатка 
от вычитання квадрата 18 десятков из 85782, достаточно к 33 
приписать справа цифры 82. Действие мы можем продолжать 


там же, где находили у 357: 


У 35789 — 189 
1 


м 
81224 
ет 
91382 1 
"чот 
Отделив десятки в остатке 3382, делим, согласно доказан- 


ному, число их (338) на удвоенное чиело десятков корня (на 36); 
цифру (9), полученную от деления, подвергаем испытанию, для 
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чего ее приписываем справа к удвоенному чиелу десятков корня 
(® 36) и на нее умножаем получившееся число (369 на’ 9). 
Так как произведение оказалось меньше второго остатка, то 
цифра 9 годится; ее пишем в корне на месте единиц. 

Вообще, чтобы извлечь квадр. корень из какого угодно числа, 
надо сначала извлечь корень из числа его сотен; если это число 
более 100, то придстея искать корень из числа сотен этих сотен, 
Т.-е. из десятков тысяч данного числа; если и это число более 
100, придется извлекать корень из числа сотен десятков тысяч, 
Т.-е. из миллионов данного числа и т. д. 

193. Правило. Чтобы извлечь квадратный корень из дан- 
ного целого числа, разбивают его, от правой руки к левой, на 
грани, по 8 цифры в каждой, кроме последней, в которой может 
быть и одна цифра. Чтобы найти первую циФру корня, извле- 
кают квадратный корень из первой грани. Чтобы найти вторую 
циеру, из первой грани вычитают квадрат первой цифры корня, 
к остатку сносят вторую грань и число десятков получившегоея 
чела делят на удвоенную первую циеру корня; полученное целое 
число подвергают испытанию. Следующие цифры корня находятся 
по тому же приему. 

Если после енесения трани число десятков получившеговя 
ела окажется меньше делителя, т.-в. меньше удвоенной най- 
денной чаети корня, то в корне ставят 0, сносят следующую грань 
и продолжают действие дальше, 


114. Иримеры извлечения квадр. корня. 
У35034187559 = 18717;/7511056 — 3084;/8720000 — обр 


И > Ш С. в 
ро зы д и Е 
Во. 84864. 9144 1 
36712634. . р ое 
712569. . 412465 6 52925. 
И, к >> 59021750'0 
13741 . 211180 4 
м - 5698 
71261989 
29870 


А. Киселев Ал: бра. 4% 
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15. Чиело цифр в корне. Из рассмотрения процесеа 
нахождения корня следует, что в квадратном корне стольке 
цифр, сколько в подкоренном числе заключается 
граней, по 2 цифры каждая, кроме одной, котораз 
может имэть и 2, и 1 цифру. 


ГЛАВА И. 


Извлечение приближенных квадратных корней. 


196. Теорема 1. Целое число не может быть квадратом 
несократимой дроби. 

Предположим противное: пусть некоторая несократимая 
дробь “/ь, будучи возвышева в квадрат, дает целое число М, 
т.-е. пусть 

М Е откуда №М= а 
в 

Последнее равенство возможно только тогда, когда а? да. 
лится не 6; но этого не может быть, так как числа а и В но 
вмеют общих множителей (дробь “/» несокралима). След. число № 
не может быть квадратом дроби. 

199. Теорема 2. Пели числитель или знаменатель .иезокра- 
тимой арифметической дроби “/, не представляет собою квадратоя 
целых чисел, то такая дробь не может быть ни квадратом це- 
лото, ни квадратом дробного числа. 

Дробь не может быть квадратом целого числа, потому что 
целое число в квадрате дает тоже целое число, а не дробное. 
Предноложим, что “/ь есть квадрат другой дроби, которая, по 
сокращении, пусть будет Ё/.. Тогда 


м Ве 
() В те фбь 


Но две весократимые дроби могут равняться друг другу 
только тогда, когда их числители равны между собою и знаме- 
натели равны между собою. Поэтому из последнего равенстга 
РЫВОДИМ: 

и з 
-=аноа —=68. 
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Но этого быть не может, так как по условию число & или 
число $ не есть квадрат. Значит, нельзя допуетять, чтобы данвая 
дробь была квадратом другой дроби. 

Числа, из которых квадратный корень может быть выражен 
целым или дробным числом, наз. точными квадратами. 
Из осталмтых чисел можно извлекаль только приближенные 
квадратные корни. 

173. Определения. 1) Приближенным квадратным корнем 
е точностью до 1 из данного числа наз. каждое из двух таких 
целых чисел, которые различаютея одно от другого на 1 и между 
квадратами которых заключается данное число; меньшее из этих 
чисел наз. приближенным корнем с недостатком, а бблышее— 
нриближенным корнем с избытком. 

Напр. приближенный квадратный корень из 561, с точно- 
стью до 1 есть каждое из чисел 7 и 8, потому что эти целые 
числа различаются на 1, и между квадратами их завлючаетея 564. 
так как 7*=49, а 8*=64 и, след. 


256 < 8 


8) Приближенным квадраткым корнем е точностью до 1, и 
данного числа паз. каждая из двух таких дробей е знамонателем я, 
которые различаются одна от другой на '/, и между квадратаыи 
которых заключается ханное число; меньшая из этих дробей наз. 
приближенным корнем се недостатком, & ббльшая — прибли- 
женным корнем © избытком. 

Напр. пряближенный квадратный корень из 97,5 с точ- 
ностью до '/, есть каждая из дробей 5,2 и 5,3, потому что эти 
дроби, лмея знаменателя 10, различаются на '/„, и между квад- 
ратами их заключается число 27,5 так как 5,2*--27,04 
и 5,3*=28,09 и, след: 

Е / 


179. Правило 1. Чтобы извлечь приближенный квадрат. 
ный корень с недостатком с точностью до 1, достаточно извлечь 
квадратный корезь из наибольшего целого квадрата, заключающе- 
Гося в целой части данного числа. 

Пусть, напр, требуется найти прябл. квадратный корень 
с точностью до 1 из 1503/. Для этого извлечем квадр. корень 

14* 
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(как было об‘яенено раньше} из наиб. целого квадрата, заклю- 
чающегося в 150; это будет 12. Значит, 12° < 150 < 13* Это 
двойное неравенетво не ‘нарушится, если к чиелу 150 прибавить 
дробь 3/;. Действительно, если 12? << 150, то и подавно 12 < 1503/.. 
С другой стороны, так как 150 и 13? чиела целые и 150<13*, 
то, значит, к 150-ти надо добавить некоторое целое число (по 
меньшей мере еднницу), чтобы получить 18% елед, если приба- 
вим к 150 дробь /, которая меньше 1, то число 150*/, оста- 
нется все-таки меньшим, чем 18°. Итак, 9 №508 < 
Отсюда следует, что каждое из чисел 12 и 13 есть приближен- 
ный квадр. корень из 1503/) с точностью до 1, при чем 12 
есть приближенный корень с недостатком, а 18 — прибл. корень 
© избытком. 


Примеры. 


1) ИБ=2 иан 8; 2) У 5375 875 =2 или 8; 


ие и /зт 5 6. =6 или 7; 4) Ит=о пли 1. 


180. Правило 2. Чтобы извлечь приближенный квадратный 
зорень с недостатком с точностью до '/„, достаточно умножить дан- 
ное чиело на 7”, из полученного произведения извлечь квадратный 
корень с нздостатком с точностью до 1 и разделить его на я. 

Пусть, напр. требуется найти приближенный квадратный 
корень из 5 с точностью '/. Это значит, что требуется найти две 
такие дроби с знаменателем 10, которые разнятся друг от друга 
на '|, и между квадратами которых заключается 5. Пусть искомые 
дроби будут "|; и “+1. Тогда, согласно определению: 


ее лы. 2 (= 10)? 
( ) <5<( р али < 5 < а К 


10 10 


Умножив все члены этого двойного неравенства на 10*, мы 
че изменим его смысла, т.-е. меньшее останется меньшим; поэгому; 


в 10*- (241%. 
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Таким обравом, мы видим, что произведение 5. 102, т.-в. 


число 500, заключастея между квадратами двух целых чисел: 
фи 2--1, отличающихея друг от друга на 1. Значит, их -- 1 
будут приближенные квадратные корни © точностью до 1 из про- 
изведения 5 . 10*. Найля эти корни (22 и 23) так, как быле 
показано раньше, получим числителей дробей *|; и И а раз- 
делив их на 10, найдем и самые дроби (2,2 и 2,3). Дробь ®/‚ будет 
прибляженным корнем е недостатком, а дробь ® + /,—е избытком. 


Ре) 


—.1000 2 = 
т 


181. Примеры: 1) Найти У72 в точностью до ут 
72. ;.1:=12:. 0988598 


У3528=59 (до 1}; Ит2=9 (д т} 
2) Найти Уз до сотых долей: 
. 100*=20000; У 20000 = 141 (до 1); ИУ? = 141 (до Ч) 


эти У #/. .: И 

3) Найти у |: с приближением до Т/с 

3000000 
1 


= 428571; И 428571 = 654; у* = 0,654. 


4) Найти Иоз ЛО в 

0,3. 100*=3000; /3000= 54; И 0,3 =0,54 (до Ч). 
5) Найти И 0,38472 до 1]; 

0,38472 . 10?=38,472; УзЗ8=6; У 038472 = 0,6. 


6) Найти У 465 е калим-нибудь десятичным приближением. 


И 465 = 21,56 Сначала извлекаем корень © точностью 
4 до 1; получаем 21. Чтобы найти цифру де- 
4116'5 сятых (иначе сказаль, чтобы найти приближ. 
141 корень до '/,), надо было бы умножить 
4952 40'0 465 на 10°, т-е. приписать к 465 два 
512125 нуля. Очевидно, это все равно, что припи- 
+30 612750'0 — сать к остажку два нуля. Найдя цифру де- 
6[25 836 сятых, можем енога приписать в остатку 


1664 2 нуля и искать цифру сотых эт д 


: —-обаиРЕь 


182. Извлечение квалратных корней из дробей. 
Точный квадратный корень из несократимой дроби можно извлечь 
лить в том случае, когда оба члена дроби точные квадраты 
{8 177) В этом случае достаточно извлечь корень из числителя 
а знаменателя отдельно; напр.: 


Приближенные квадратиые корви из дробей находятся обык- 
новенно так, как узазано в предыдущем параграфе (см. при- 
меры 3, 4, 5). Вирочем, можно поступать и иначе. Об‘ясним эте 
на следующих двух примерах: ; 


1) Найти приближенный у = 


Сделаем знаменателя точным квадратом. Для этого достаточно 
было бы умножить оба члена дроби на знаменателя; но в этом 
примере можно поступить иначе. Разложим знаменателя на про- 
сотых множителей: 24 =2.80.2.3. Ив этого разложения 
видно, что если 24 умножить на 2 и еще на 8, то тогда в про- 
изведении кажлый простой множитель будет повторяться четное 
чиело раз, и, елед., знаменатель сделается квадратом: 


ую_Ун 


ИБ а ва _1/5.2.3_ 
у ый 2.2.2.3 =} 2.32 22.8 12 


Остается вычислить УЗО е какою-нибудь точностью и ре- 
зультат разделить на 12. При этом надо иметь в виду, что ©т 
деления на 12 уменьшится и дробь '/„ показывающая степень 
точности. Так, если найдем УЗ0 с точностью до 1, и результат 
разделим на 12, то получим приближенный корень из дроби °/. 


с точноетью до /» (а именно “/„ и °/). 


2) Найти приближенный У 0,378. 


и ИО 
У 0378 = ; и —| ло 
} 3000 ’ 10000 100 100 100 100 


< 
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Упражнения. 


Иввлечь квадр. корень из наибольшего целого квадрата, 
заключающегося в подкоревном числе: 


1. 289. 2. 1295 3. 61009 _ 
4. У582169 5. /956484 6. 57198969 
7. 768492176 3. /255970396644 

9. 4830358420608 


$8 179192. 
Найти приближенные квадратные корни: 
10. И13 до 1 И1з до 0,1; У13 до 0,001. 
11. Уз7,26 №1; 234, ю\. 
12. У101т м а Ус, до 0,01. 
14. У*|, до 0,001. 15. УЗу, до 
16. /02567803 до Ч» затем до у 


231 а. 
17. | до ‘| 100 18. у 356 до 1, затем до ‘| „до 100" 


м 


Сделать знаменатель дроби точным квадратом и затем 
извлечь квадр. корень и определить степень погрешностя: 


3 а 5 тт 
19. И*. у-: И: | 


20. У0,3; УБл. — 21. И2138; И0,00264. 


22. Один катет прямоуг. треугольника равен 15 см другой 
10 см. Вычислить его гипотенузу (до '/ко). 
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23. Гипотенува равна 30, один катет 21. Вычислить дру- 
гой катет (до и). 

24. На чертеже даны координатные оби и точка, у кото- 
рой абсциеса ееть 9, а ордината 10. Вычиелить расстояние этой 
точки от начала коордииат (до 1/ у). 

25. То же для точки с абецисеой 5 и ординатой 7 (до 
0,001). 

26. Вычислить (ло '/ п) расстояние между точками, которых 
координаты следующие (нервое число абсцисса, второе ординага} 


1) (10,11); (365,20; 9-е п). 
3) (0,20); (10,30). 4) 8590); (3075). 


ОТДЕЛ УШ 


ДЕЙСТВИЯ НАД ИРРАЦИОНАЛЬНЫМИ 
ЧИСЛАМИ. 


ГЛАВА Т. 
Понятие об иррациональном числе. 


183. Соизмеримые и несоизмеримые с единицею 
значения величины. Как известно из геометрии, общею 
мерою двух отрезков прямой, или двух углов, пли двух дуг оди- 
накевого радиуса; вообще двух значений одной и той же вели- 
чины, называется такое значение этой же величины, которое 
в каждом из них содержится целое число раз без остатка. Общая 
мера находится способом последовательного отложения, как это 
указывается в геометрии для двух отрезков прямой. Там же раз 
ясннется, что могут быть такие два отрезка, которые совсем не 
имеют общей меры (напр. сторона любото квадрата и его диа- 
гональ). 

Два значения одной и той же воличины наз. соизмери- 
мыми или несоизмеримыми между собою, смотря по тому, 
имеют ли они общую меру, или не имеют. 

184. Нонятие об измерении. Для ббльшей ясности 
мы будем сейчас говорить не о величинах вообще, а о наиболее 
простой величине, именно о длине отрезка прямой. 

Пусть требуется измерить длину отрезка АВ (черт. 40) при по- 
мощи единицы длины СЛ). Для этого узнаем, сколько раз ОЛ) содер- 
жится в АБ. Пусть окажется, что ОГ) содержится в АВ 3 раза 
с некоторым остатком ЁБ, меньшим С). Тогда число 8 будет 
приблиденный результат измерения с точностью до 1 и притом 
с недостатком, так как АБ больше 3-х СШ’ но меньше 4-х @р 
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(чпело 4 тоже можно назваль приближенным результатом изме- 
рения с точностью до 1, но с избытком). Желая получить более 
точный результат измерения, узнаем, сколько раз в остатке 


ЕВ содержится 
та Е 
ие — о о 


ГАИ 
Черт. 40. 


какая-нибудь доля единицы С), напр. '/„ СР. Положим, что эта 
дола содержится в ЁЕБ более 8-ми, но менее 9-ти раз. Тогда 
числа 3,8 и 3,9 будут приближенные результалы измерения 
отрезка АБ с точностью до '/, первое число с недостатком, 
зторое с избытком. 4Ислая получить еще более точный результат 
измерения, узнаем, сколько раз в последнем остатке содержится 
Ч доля единицы 4В. Положим, что эта доля содержится 
в остатке более 5-ти раз, но менее 6-ти раз. Тегда числа 3,85 
и 3,86 будут приближенные результаты измерения отрезка АВ 
© точноетью до '/» единицы. Можно продолжаль такое измере- 
ние вее далее и далее до тех пор, пока или не окажется ника- 
кого остатка, или остаток сделается столь малым, чго им можно 
пренебречь; в первом случае мы получим точный результат изме- 
рения, во втором случае приближенный © точностью до одной 
доли единицы, которою измеряли в поеледний раз. 

Если отрезок А.В несоизмерим с единицею длины СД, то 
точного результата ивмерения мы никогда получить не можем. 
Действительно, если допустим, что таким результатом была-бы 
какая-нибудь дробь (обыкновенная или десятичная), напр. “|, то 
тогда '/» доля СД служила бы общею мерою для АВ и СБ, а 
несоязмеримые отрезки общей меры не имеют. Если же отре- 
30& АБ сонзмерим е СО, то мы могли бы получить точный ре- 
зультат измерения, если бы предварительно нашли общую меру 
для АВиСФ и узнали, сколько раз она содержитея в АВи СО. 
Если, положим, случитея, что общая мера в АБВ содержитея 
23 раза, а в СО 11 раз, о АВ=“|, ОР. Но если мы, не оты- 
скивая общей меры, производим измерение произвольно взятыми 
долями единицы, то и в этом елучае можем не получить точного 
результата измерения. 
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Измерение чаще всего производится посредством десяти ч- 
ных долей единицы; тогда результат измерения выражается 
десятичною дробью. Когда измеряемый отрезок соизмерим с еди- 
ницею длины, то десятичная дробь может получитьея или конеч- 
ная (если общею мерою служит какая-нибудь десятичная доля 
единицы), или бесконечная (когда общая мера есть такая доля 
единицы, которая не обращается в точную десятичную дробь). 
Если же измеряемый отрезок несоизмерим с единицею длины, то 
точного результата измерения быть ве может, и потому десятич- 
ная дробь должна оказаться бесконечной (если измерение продол- 
жается все далее и далее без конца). Но есть существенная 
разница между той бесконечной десятичною дробью, которая мо- 
жет получиться от измерения соизмеримого отрезка, и тою, которая 
происходит от измерения несоизмеримого отрезка. Первая дробь 
должна быть периодической, вторая не-периодяческой. 
Действительно, в случае соизмеримости мы всегда могли бы по- 
лучить точный результат измерения в виде обыкновенной дроби. 
Обратив эту обыкновенную дробь в десятичную, мы выразили бы 
результат измерения в виде десятичной дроби. Но, как известно 
из арифметики, обыкновенная дробь, обращаясь в бесконечную 
десятичную, дает всегда периодическую дробь’). В случае же не- 
соизмеримости измеряемого отрезка, бесконечная десятичная дробь 
не может оказала периодическою, так как если бы она была 
такою, то ее можно было бы обратить в обыкновенную (всякую 
периодическую дробь можно обратить в обыкновенную), и тогда 
эта обыкновенная дробь была бы точным результатом измерения, 
а такого результата не может быть в случае несоязмеримости 
Значит, в этом случае бесконечная десятичная дробь должна быт: 
не-периодической. 

185. Иррациональное чиело. Числа целые, дробвые, 
десятичные конечные и десятичные периодические носят общее 
название рациональных чисел; десятичные бесковечные дроби 
не - периодические называются иррациональными числами. 
Первые служат численною мерою величин, соизмеримых с едани 


1) Должно заметить, что при измерении какой-нибудь величины, соизмериной 
© единицею, ие может получиться периодическая дробь с периодом 9; иапр., ве 
может получиться дробь (,259989, так чаг при правильном измерении просто нохуче- 
хась бы дробь 0,26 


цею, вторые — численною мерою величин, несоизмеримых 6 
единицею. 

Иррациональное число «© считается известным (или дан- 
ным), если указал способ, посредством которого можно находить 
любое число его десятичных знаков. 

Два иррациональных числа & и В (как и два рациональных) 
вчитаютсея равными, если они произошли от измерения одною 
и тою же единицею двух равных величин; из двух неравных чи- 
сел, то считается ббльшим, которое произошло от измерения 
бблышей величины. Две равные величины, конечно, должны со- 
держать в себе одинаковое число целых единит, одинаковое число 
десятых долей, одинаковое чиело сотых долей и т. п; поэтому 
равные иррациональные числа @ и 8 должны быть выражены 
одинаковыми цифрами. Ббльшая же величина должна содер- 
жать в себе или ббльшее число целых, или-—при равенстве чи- 
сех целых—ббльшее чиело десятых, или-——при равенстве чисел 
пелых и чисел десятых — ббльшее число сотых и т. *. Напр. 
число 2,745037., больше числа, 2,145029.., так как в первом 
6-я цифра выражает число, болынее, чем 6-я цифра во втором, 
при тождественности всех предыдущих цифр. 

'Иррациональные числа могут быть положительными и отри- 
цательными, смотря по тому, измеряют ли они величины, считае- 
уые положительными, или величины, считаемые отрицательными. 

186. Приближенные значения иррационального 
чиела. Пусть нам дано иррациональное число @, т.-е. пуеть 
нам указан способ, посредством которого мы можем получить 
сколько угодно цифр чиела &. Этим способом может быть, напр. 
то правило, посредством которого мы можем находить прибли- 
женные квадратные корни, положим, из 2-х © точностью Во В 
хо Ч» 0 и ИТД Положим, мы нашли 7 цифр чиела о: 


1.414218... 


Возьмем из этих цифр несколько первых, напр. цифры 1,41, 
а вее остальные отбросим. Тогда мы получим при ближенное 
значение числа я, при чем это звачение будет с недостат- 
ком, так как 141 < &- Если последнюю из удержанных нами 
пифр увеличим на 1, т.-е. вместо 141 возьмем 142, то полу- 
чгя то же приближенное значение числа ©, но © избытком. 
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так как 142 >> а. Так как равность между 1,42 и 141 со- 
ставляет '/„, & число х заключается между 1,41 и 1.42, то каж- 
дое из этих чисел составляет приближенное значение с точностью 
До ‘|. Если возьмем числа 1,414 и 1,415, то будем иметь при- 
ближенные значения числа & с точностью до ‘/ д», © недостатком 
и © избытком. Так как в данном числе х мы можем вычислить 
сколько угодно цифр, то приближенные значения мы можем полу- 
чить с какою угодно точностью: до '/.› ДО Т/с ДО ДО но И т. Д. 

187. Дейетвия над иррациональными чиелами. 
Пусть я и 6 будут данные ноложительные иррациональные числа. 
Обозначим буквами а и 6 какие%угодно приближенные значения 
этих чисел, взятые © недостатком, и буквами 4 и В какие угодно 
приближенные значения их, взятые с избытком. Тогда мы можем 
дать следующие определения действий над числами х и 6. 

1) Сложить чиела о и В значит найти такое число, которое 
было бы больше каждой суммы а-|-6, но меньше каждой суммы 
А-В. 

Пусть, напр. приближенные значения чисел а и 6, взятые 
с недостатком, будут такие (мы берем приближенные значения 
УЗ ви? у 


прп пп ии при ии, 


| до 01 | до 0,01 [ло о,0от | до 0,0001 
для числа“ .. 1,7 1,78 1,732 1,7820 
для числа В .. 1,4 1,41 1414 1,4142 


(Соответствующие приближенные значения © избытком получаются 
из этих чисел посредетвом усиления последнего десятичного 


знака на 1). 
Тогда сложить « и В значит найти чиело, которое было бы 


больше каждой из сумм: и -меньыце каждой ив сумм: 
| 1.4 гб Ш ОР зн 
Ноа. р суша 0 | 44% -.-. М3 
1,182 -- 1,414 . =3,146 1,788 |- 1415 . . =8,148 


1,7320 - 1,4142 . =3,1462 | 17321-14113 . =31464 


АВ —— 


2) Перекножить чнола о и В значит найти такое число, 
которое было бы больше каждого произведения а, но меньше 
каждого произведения АБ. 

Так, беря приближенные значения чисел & и 8, указанные 
сейчас, мы можем сказаль, что произведение © есть число, которое 


больше каждого из произведений: и меньше каждого из произведений: 
174 988 18.15 ...=2,10 
173.141. .=2,4893 174.149. .=24708 
1,739 . 1414 .=2,449048 1,733 .1415 . =2,452195 
17320. 1,4142 =244939440 | 1,7321. 1,4143 =2,44970968 


3) Возвыеить иррациональное число х в степень с целым 
положительным показателем я значит найти произведение, состав- 
шенное кз я сонножителей, равных о. 


Согласно данному выше определению умножения, ох” должно 
быть больше каждого а”, но меньше каждого А*. 


4) Обратные действия определяются для иррациональных 
чисел совершенно так же, как и для рациональных; так, вычесть 
нз числа © число @ значит найти такое чиело 2, чтобы сумма 
В --х равнялась о; и т. п. 

Если одно из чисел « или В будет рациональное, то в ука- 
занных определениях прямых действий вместо приближенных зна- 
чений такого числа можно брать точное число. Так, сумма а -- 5 
есть такое число, которое больше каждой суммы а -|[- 5, но меньше 
каждой суммы 4 -! 5. 

Произведение иррационального числа на нуль принимается, 
как и для чисел рациональных, равным нулю. 


Действия над отрицательными иррациовальными числами 
производятся соглаено правилам, данным для рациональных 
чисел. 

При более обстоятельном рассмотрении действий над ирра- 
пиональными числами, можно установить, что этим действиям 
принадлежат те же свойства, какие принадлежат действиям над 
чпелами рациональными; напр., сумма и произведение обладают 
свойствами цероместительным и сочетательным; нроизведение, кроме 
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того обладает еще распределительным свойством. Свойства, выра- 
жаемые неравенствами, также сохраняются у чисел иррациональ- 
ных; так, ели &>8, то «-|- у>В--, «у> Ву (еели 120) в 
ау <В\ (если у<О) ит. п. 


` 


ГЛАВА П. 


# 
Иррациональные значения радикалов. 


188. Приближенные корни любой етепени. Мы 
уже говорили (8 178) о том, что такое приближенные квадрат- 
ные корни с точностью до 1, до '/„.. вообще до '|„. Сказанное 
тогда о квадратном корне может быть применено к корню вся- 
кой степени. Напр., приближенным кубичным корнем из данноге 


„ М 
числа © точностью до '/„ наз. каждая из двух таких дробей -. 


х--1 
и =, которые различаются между собою на '|, и между кубами 


которых заключается данное число. 

Укажем простой прием (хотя и очень утомительный), посред- 
ством которого всегда возможно найти точный или приближен- 
ный корень любой степени из всякого данного числа. Пусть, напр. 


требуется иайти У? . Приближенные корни © точностью до 1 
будут, очевидно, числа 1 (© недостатком) и 2 (с избытком). 
Чтобы найти цифру десятых долей искомого корня, достаточно 
в раду: 

Е 11: 121315 15605; В №8 11952 


найти два рядом стоящих числа таких, чтобы куб левого числа 
был меньше 2-х, а куб правого числа болыше 2-х. Возьмем из 
этих чисел среднее 1,5 и возвысим его в куб. Мы найдем: 
1,53=3,875, что больше 2-х. Так как числа, стоящие направо 
от 1,5, дают при возвышении в куб еще больше, то мы можем 
отбросить всю правую половину ряда и испытать только числа 


В 
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Возьмем среднее из них 1,2 и возвысим в куб. Получим 
1,728, что меньше 2-х. Значит, испытанию подлежат теперь 
только числа 13 и 1,4. Возвысив в куб число 1,3 получим 
2197, что болыше 2-х. Мы получили таким образом два числа: 
1,2 и 1,3 которые разнятся между собою на 0,1 и между кубами 
которых заключается число 2. Это и будут приближенные вубич- 
ные корни из 2-х с точностью до '/› © недосталком и © избыт- 
ком. Еели желаем найти цифру сотых, мы должны исцыталь 
следующие чиела: 


1,21; 1,22; 128. ЗМЕИ | 


Взяв среднее число 1,25 и возвысив его в куб, найдем: 
1,253 =1,958125, что меньше 2-х. Значит, теперь нало испытать 
только числа: 1,26; 1,27; 1,28; 1,29. Так как 1,253 очень мало 
разнится от 2-х, то весьма вероятно, что 1,26* будет больше 
2-х. И действительно, возвысив 1,26 в куб, получим 2,000876. 
Значит, искомый куб. корень из 2-х с точностью до "/„ будет 
1,25 (с недостатком) или 1,26 (с избытком). Если бы мы желали 
далее найти цифру тысячных, то должны были бы подобным же 
путем испытать числа ряда: 


1,251; 1252; 1 7, А :59 


Конечно, прием этот во многих случаях очень утомителен 
(существуют более удобные способы) *), но из него яено видно, 
что приближенные корни любой степени из всякого положитель- 
ного числа с какою угодно точностью существуют, и цифры их 
могут быть найдены в каком угодно болышом числе. 

139. Точное значение корня в том елучае, котла 
эн пе выражаетея никаким рациональным чиелом. 
Для ббльшей ясности мы будем говорить о каком-нибудь частном 


примере, положим, о уз. Так как 3 не есть квадрат никакого 
целого числа и 3 не может быть квадратом дроби (8 176), то 


УЗ не выражается никаким рациональным числом. Раз‘ясним, 


*) Кория зобых стенелей весьха просто вычисляются, как мы увидих цозжа, 
погтедствоа лога -афысв 
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что в таком случае он равен некоторому иррапиональному числу. 
Необразим, что мы вычислили ряд приближенных корней квад- 
ратных из 8-х © точностью: до 1, до 11) до тие 8 
Нриближенные корни эти будут: 


ИЗ =117320... 
1 
27 [200 
189 
348] 1100 
1029 
3462 | 710'0 
6924 
34640 [17600 
1,7; 1,73; 1,732; 1/7320;.. (© недостатком) 


1,8; 1,74; 1,733; 11321... (с взбытком). 


Отнесем все эти числа к какой-нибудь прямой (черт. 41), 
на которой точка А принята за начало отрезков. Пусть точки 


ы т пе 


О п п ИИ лязате- 
А 6, [9 [9 Во В; В, В, 
Черт. 41. 


6, 6, В... (и вообще точка 6) будут соответствовать числям верх- 
ней строки (т.-е. пусть АВ, =1, 1, 46, = 1,73... ит.д) а точии 
В, Б„ В... (и вообще точки В) будут соответетворать числам 
нижней строки (т.-е. пусть АВ, =1,8, АВ, = 1,74 ит. д). Так 
как каждый приближенный корень с недостатком меньше каждого 
прибл. корня с избытком (потому что квадрат первого меньте 
3-х, а квадрат второго больше $-х), то каждая точка $ должна 
хежать налево от каждой точки ВБ. С другой стероны, разность 
между прибл. корнем © избытком и соответствующим прибл. кор- 
вем с недостатком (т.-е. чиело 1/,) может быть одезаня как угодно 
хала; поэтому при неограниченном увеличения точности, с какою 
кы находим прибл. квадратн. коран из 8-х, промежуток на чпело-- 


А. Кысслев. Алгэбра, ТА 
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вой прямой, отделяющий область точек ® от области точек В 
(т.е. промежуток В В» 5. В, В&В,-), становитея все меньте 
и меньше и может сделаться каж угодно малым. При этих уезо- 
зиях мы должны допустить, что на прямой существует некоторая 
точка Х (и только одна), которая служит границею, отделяющею 
ту часть прямой, на которой лежал все точки $, от той ее части, 
на которой расположены все точки В. 


Чтобы сделать наглядным существование такой точки Х, вообразим, что все 
точки Б, а также и вся часть прямой, лежащая налево от любой точки 6, окрашена 
в какой-нибудь одинаковый цвет, напр. # зеленый, а все точки В, ® также и 902 
часть прямой, лежащая направо от любой точки В, окрашены в другой цвет, изар 
в красный. Так как кажлая точка Ь лежит налево от каждой точки В, то зеленая 
часть прямой не может зайти иа красную часть, и потому между этими частями лояжий 
быть какая-иибудь граница, Предположим. что зеленая часть будет отделяться от 


красной каким-нибудь неокрашенкым отрезхом (напр. отрезком 65 В черт. 41}; 
тогда промежуток между точками Ъ и точками-В не мёЖет сделаться меньше 


этого отрезка; между тем, нак мы видели,» этбт промежуток может сделаться 
-как угодно малым. След., нельзя допустить, чтобы между, зеленою и красною ' 
частями прямой был какой-нибудь, хотя бы и очевь малый, отрезок прямой; 
но тогда остается только одно предположение, что границею между этами 
частями служит точка (напр. точка \ на нашем чертеже). 


Обозначим буквою « число, измеряющее отрезок АХ. Так 
как это число больше каждого из чисел, измеряющих отрезки 8, 
А... и меньше каждого ив чисел, измеряющих отрезки АВ,-АВьй 
то ©? должно быть больше квадрата, каждого из прибл. ивёлр. 
корней из 8-х, взятого © недостатком, и меньше квадрала каждого 
из прибл. квадр. корней из 3-х, взятого © избытком. Согласно 
определению приближенных квадратных корней такое число 


есть 3. Значит, @ =3 и поэтому &-=У 3. 


Обобщая все сейчас сказанное 0 УЗ ва корень какой 
угодно степени из какого угодно числа (конечно, положительного, 
так как мы говорим 0б арифметических корнях), можно сказаль, 


п == 
что, каково-бы ни было число А, всегда У А есть некото- 
рое чиело, рациональное или иррациональное, кото- 
рого т-вя степень равна А. Поэтому все свойства радика- 
лов, основанные на этом определении корня (8 165), применимы 
также и х иррациональным их значениям. Таким образом, каковы 
бы на были положительные чиста, всегда будем иметь: 


р Ч — 


У. 


Упражнения. 
8 1585. 


Какие из следующих чисел будут рациональные и кякие 
иррациональные: 

1. 5,75; 28,7515... (период 75). 

2. 3,724124... (период 724); 40,999... (период 9). 

3. 2,01001000100001... ит. д. (после запятой стоит 0 н 
1, потом 2 нуля и 1, потом 8 иуля и 1 ит. д без конца; эта 
дробь бесконечная не-периодическая). 

Какой из знаков: =, > или < надо поставить между 
заждыми двумя из следующих пар чисел: 

4. 0,3456... и 0,8457...; 2,7583... и 2,7581... 

5. 4,57800... и 4,57801..; 3,3528014... и 3,35028018... 

6. 0,2803... и 0,2803... 
{все цифры одинаковь). 


$ 158. 


1) Найти посредством последовательных испытаний ряда 


= 
чисел приближенные значения У Б с точностью до 0,01. 


ГЛАВА Ш. 
Понятие о приближенных вычислениях. 


190. Ириближения с недостатком и е избытком, 

При совершении какого-либо действия над числами иррацио- 
нальными (или над числами рациональными, если они выража- 
жотея десятичными дробями © очень болыпшим числом цифр) при- 
ходитея довольствоваться приближенным результалом действия. 
В этом случае важно знать, как велика погрешность этого при- 
ближенного результата. Рассмотрим, как можно это делать в про- 
стейших случаях. 

Заметим предварительно, что если вмеето точного чиела 4 
мы берем другое чиело а, то это последнее число наз. прибли- 
жениемы числа 4 с недостатком, если «< А, и с избыт- 

15* 
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ком если «>> А. Разноеть между точным числом и его прибли- 
жением наз, погрешностью этого приближения. Если, напр., 
точное число есть 8,826 и мы вместо этого числа взяли 8,82, то 
это будет приближение с недостатком, причем погрептность равна 
разности 3,826—5,82, т.-е. чиелу 0,006; если же вместо 3,826 
возьмем, положим, 3,88, то будем иметь приближение с избытком, 
иричем погрешность окажется 3,88 — 8,826, т.-е. число 0,004 '). 

Часто случается, что точная величина погрешности остается 
неизвестной, а известно только, что она меньше дроби */, (напр., 
меныше 0,001); тогда говорят, что это приближение точно до '/, 
(лробь эту называют инотда пределом погрешности). Точное 
число А заключается тогда между а и а-|- '|„› если приближе- 
ние а взято с недостатком, и между а и а—'|› если оно взято 
с избытком. Если кеизвестно, взято ли приближение @ с недостатком 
или с избытком, а известно только, что. оно точно до 1, то © 
числе А можем только утверждать, что ено заключается между 
в—‘| —. @-- '|» 

191. Дееятичные приближения данного числа. 
Когда имеют дело е десятичкыми числами, то приближения их 
обыкновенно берут с точностью до десятичной единицы какоге- 
либо разряда: де 1 до У и т. д. и даже с точностью до Е 
десятичной единицы, Такие приближения легко находятся по сле- 
хующим правилам: 

1) Чтобы получить приближение с недостатком данного деся- 
тичного числа (е конечным или бесконечным числом деслтичных 
знаков) с точностью до одной десятичной единицы какого-либо 
разряда, достаточно отбросить в числе весе цифры, етоящне вправо 
от той, которая выражает единицы этого разряда. 

Так, приближение с недостатком числа, 3,14159265... с точ- 
ностью до и ееть 8,14, потому что, во 1), последнее число 
меньше данного, и, во 2), погрешность, равная 0,159265... сотой, 
меньше целой сотой. 

2) Чтобы получить приближение с избытком данного деся- 
хичного числа © точностью до одной десятичной единицы какого- 


т) Погрешность, определенная такпи образом, наз. абсолютною погреш- 
послью в отличие от отноеительиой погрешности, мох которою разумеют отвс- 
вевие абсолютной погрешности к точному числу. Так, если вместо точного числа, 
3.826 ны взяан приближенйе 3,89, то отпосительная похрешность будет 0,006 : 3,826 = 
==6: 3325 == 83/1913, т. е менее 3] 100%. 
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#ибо разряда, достаточно, отбросив в числе все цифры, стеящиз 
вправо от той, которая выражает единицы этого разряда, увели- 
чить на 1 последнюю из удержаиных цифр. 

Так, приближение © избытком числа 3,14159265... с точ- 
ностью до 0,001 есть 3,142, потому что, во 1), последнее число 
больше данного и, во 2), погрешность его меньше 0,001. 

3) Чтобы получить приближение данного десятичного числа 
< точностью до '/, десятичной единицы какого-либо разряда, доста- 
точно, поступив так, как было выше сказано в правиле 1-м, уве- 
личить на 1 последнюю из удержанных цифр, если первая из 
отброшенных цифр есть 5 или больше 5-ти, а в противном слу- 
чае оставить ее без изменения: 

Так, приближение (с нед.) числа 8.141592. е точностью до 
1, сотой есть 8,14, так как погрешность менее 0,5 сотой; пра 
ближение того же числа (с изб.) с точностью до |, тысячной есть 
3,142, так как погрешность равная 1 — 0,592 тысячной, оче- 
видно, меныше 0,5 тысячной. 

192. Нахозвление погрешности приближенней 
суниы. Пусть 4, Ви С будут точные числа, аа, фи сих 
приближения. Если погрешноети этих приближений будут соот- 
ветственно а, В и ти все приближения взяты © недостатком, то 


А =а--“, ВЕБЕ бС=ет1 
и след: 


А-В ое 6-е В+ т). 


Если все приближения взяты © избытком, то 
А=а— а, В=ь— В, С=е—т 


и елед: 


АВ О=а-ь-е— («ва 


Значит, и в том, и в другом случае погрешность п рибли- 
женной суммы @а--6--с равна сумме погрешностей 
слагаемых. 

Когда некоторые приближения взяты с недостатком, а дру- 
гие с избытком, погрешность суммы, очевидно, будет менее суммы 
потрешностей слагаемых. 
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Если остается неизвестным, взяты ли приблн- 
жения все с недостатком, или все с избытком, или 
некоторые взяты © недостатком, а некоторые е 
избытком, то можем только утверждать, что по- 
трешность приближенной суммы не более суммы по- 
трешностей слагаемых. 


Приложим сказанное к некоторым примерам. Пусть требуется 
найти сумму: 


ИЗТУЗ-ИЬ = 141421.. 4 173905..-1 2,23606.. 


Положим, что мы в каждом слагаемом взялн только 3 деся- 
тачных знака после запятой: 
1,414. 
1,782 
2,286 
5,382 


Так как все слагаемые мы взяли © недостатком и с точностью 
до / тысячной, то погрешность приближенной суммы 5,382 будет 
з , у , у 


ыенее суммы ',-- Тр‘, тысячной, т.е. менее 1,5 тысячной. 
Поэтому 


5.382 Уз УзЗ-+УИБ < 5,382 + 1,5 тыс. 
т-е. 5,382 < У? РУЗ-УБ < 5,3835 


Таким образом, точная сумма заключается между числам 
5389 и 5,3835. Но всякое число, заключающееся между этими 
числами, должно иметь первые три цифры 5,38. Значит, если 
эти общие цифры примем вместо точной суммы, то погрешность 
будет менее 1; (и даже менее 1/, сотой, так как первая пз 
отбрасывзаемых цифр не более 3-х), при чем приближение ока- 
зжется с недостатком. ь 

Пусть еще требуется найти сумму 5-ти слагаемых: 

‚4,15360 
- 3,80864 
. 0,50707 
.1,26849 
0,56789 


10,90069 
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из которых каждое точно до '/, стотысячной, при чем остаетс» 

неизвестным, взяты ли приближения с недостатком, илн с избыт- 

ком, или некоторые с недосталком, & другие с избытком. Ве всяком 

случае погрешность пелучившейся суммы меньше м”. 

стотысячной. Значит, точвая сумма заключается между числами 
10,90069 —21/›, стот. и 10,90069-- 21» стот., 


т.е. между 
10,900665 и 10,900715 


Поэтому, обращая внимание только на общие цифры, мы 
можем сказаль, число 10,900 есть приближенная сумма с недо- 
статком, точная до 0,001. 

Из этих примеров видно, что если требуется пайти прибли- 
женную сумму с точностью до одкой единицы какого - нибудь 
разряда, то мы должны в слагаемых взять десятичеых знаков 
больше (на один, два, три . . - › Что зависит от чиела сла- 
таемых), чем требуется нх иметь в окончательном результале. 

198. Нахождение погренености приближенной 
разности. Пусть А и Б будут точные чиела, а и 6 их при- 
ближения иаи В погрешности. Если оба приближения взяты 
с недостатком, то 

А=а-ф аи В=Ь--В 
и следа 


А—В=е«—©-9=@—9-+@—Й 


гле число «—В может быть ноложительное (если « >В) иотри- 
нательное (если «< В). Значит, взяв вместо точной разности 
А— В приближенную разность а — 9, мы нолучим приближение, 
о котором неизвестно, будет зи оно с недостатком, или © избыт- 
ком, ио во всяком случае ногрешность приближенной 
разности равна разности погрешностей уменьшае- 
мого и вычитаемого. Такой же результат мы получим, ела 
оба пряближения а и ® взяты © избытком, так Е&к тогда 


А=а—а, В=—Ви А— В=(а—) — («— В), если а >В 


или 
А—В=(а—8) + (8—2), вели В > а. 
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Положим теперь, что одно из приближений взято с недо- 
сталком, а другое © избытком. Тогда 


А=а-ан В=Ь— 3, 
или 

А=8—ан В=Ь+ В. 
Повтому 


А—В=@ =.) — (68 = (@— ЕВ =(а—В) - («4 В). 


Значит, остается неизвестным, будет ли разность а—Ъ с иедо- 
статком, или © избытком (конечно, если неизвестно, которое из 
чисел а и 6 взято с недостатком и которое е избытком); но 
погрешность в этом случае равна сумме погрев- 
ностей данных чисел. Отслода следует, что когда характер 
приближений неизвестен, можно только утверждать, что, погреж- 
ность разности не более суммы погрешностей дан- 
ных чисел. 
Приложим сказанное к следующим примерам. 


Пусть тробуется найти разность: 


УЗ—У?2 =1,73205..—- 141421. 


Ввяв 5 десятичных знаков в каждом числе и произведя 
вычитание, получим: 


__ 1.78205 
141421 
0317841 


Так как оба приближения мы взяли с недостатком, то 
чогрешность числа 0,31784 равна разности погрешностей умев»- 
шаемого и вычитаемого; значит, она меньше 1 стотысячной, орч 
чем остается неизвестным, будет ли найденяая разность с надо- 
статком или © избытком. 


Пусть еще требуется найти разность приближенных числ 
7.283 
5.496 
1,787 
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ири чем веизвестно, взяты ли эти числа с недостатком, или с 
избытком, но известно только, что каждое из дих точно до 1 ты- 
сячной. "Тогда погрешноеть приближения 1,737 не более суммы 
ногрешностей уменышаемого и вычитаемого и, след., она меньше 
2 тысячных. Так как при этом остается неизвестным, будет ли 
приближенная разность с недостатком или е избытком, то мы 
можем только утверждать, что 


1,787 —2 тые. < Из— И2< 1,187 +2 тыс. 


1,785< ИУз—У2< 1189 


Значит, взяв общие цифры 1,78, мы будем иметь прибли- 
жение с недостатком с точностью до 0,01. 

194. Нахождение погрешности приближенного 
произведения. Пусть А и В точные числа, @ приближение 
первого из них (с недостатком или е избытком) и & его погрея- 
ность. Тогда: 


АВ=(а-Е«) В=аВ-ЕоВ. 


Значит, если один из еомножитвлей точное число, & другое 
приближенное, то погрешность произведения равна 
произведению погрешности приближенного сомно- 
жителя на точного сомножителя. Конечно, приближен- 
ное пронзведение будет с недостатком или е избытком, смотря во 
тому, будет ли приближенный сомножкнтель с недостатком, или 
© избытком. 

Пусть, напр., надо вычислить произведение 2 кА, где г есть 
отвошение окружности к диаметру, равное 3,1415926., а В радяуе 
окружности, равный 2,5 м. Ограничиваяеь приближенным значе- 
нием т © точностью до '/, тысячной, получим: 


2 «В= 3,142 ХБ=15710 м 
Потрешноеть этого приближенного произведения будет меньше 
‘.Х5=2/, тысячной, при чем оно будет с избытком, Значит: 


15,710 >> 2кА >> 15,710 —21, тые. 
те. 15,710 > 2=В >> 15,7075 
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и потому, приняв, что 2=Д=15,7, мы будем иметь приближение 
Ф недостатком, точное до 1 десятой. 

Везьмем теперь случай, когда оба сомножителя приближен- 
ные числа. Пусть, напр., требуетея произвести умножение; 


Уз. У? =. 71320. . 14142. 


Ограничиваясь четырьмя десятичными знаками после запятой, 
перемножим сначала приближения с недостатком, т.-е. числа 1,7320 
и 1,4142, а затем в другой раз перемножим приближения с избыт- 
ком, те. числа 17821 и 1,4143. Тогда мы можем написать 
такое двойное неравенство: 


244939440 <Уз. Уз < 244970303 


Значит, положив, что Уз У? = 2,449, мы получим при- 
ближение с недостатком с точностью до "/ к 

В частном случае, когда речь идет, как в нашем примере, 
об умножении квадратных кБорней, произведение мы можем найти 


проще так: принимая во внимание, чтоИ 3. Уз= у 6, извле- 
чем из 6-ти прибл. квадратный корень с желаемою точностью. 
Так, извлекая корень до тысячных долей, получим то же число 
2,449, которое мы получили выше иным путем. 


Уб = 2,449 
4 
441500 
176 
484]240'0 
1936 
488946400 
44001 


195. Нахождение погрешности приближенного 
частного. Сохраняя за буквами 4, Б, а и а те же значения, 
как и прежде, можен написать: 


— = 


Из этого равенства видно, что если делимое прибли-- 
женное число, & делитель точное число, то погреш-. 
ность приближенного частного равна частному от 
келения погрешности делимого на делителя, при чем 
нриближеннсе частное будет с недостатком или с избытком, смотра 
но тому, © недостатком или с избытком взято прибляженное: 
делимое. 


Для примера вычислим чаетное: 


в 3 0,588207..Ж7 
0538207 
и 3 
Ограничиваясь в делимом тремя десятнчным и знаками, про- 
извелем умножение: 


0,538 х 7=3,166. 


Мы получили произведение с недостатком © точностью до 
-Х7=31, тысячной и потому частное 3,766 :3=1,25588... 
будет тоже с недостатком, при чем погрешность должна, быть менее 
3'.:83=1/, тысячной. Если в полученном частном отбросим 
цифры, следующие за цифрой сотых, т.-е. возьмем только 1,25, 
то еще уменьшим чаетное на число, меньшее 6-ти тысячных; зна- 
чит, погрешность числа 1,25 будет меньше 6 -- 1'/, =71/, тысяч- 
ной, что меньше 10 тысячных, т.е. меньше 1 сотой. 

Возьмем теперь случай, когда делитель-—приближен- 
ное число, а делимое—точное число или тоже приближенное. 
'Гогда всего проще поступить так: взяв делимое с избытком (или 
точное число), & делителя с недостатком, произведем первое деле- 
ние; затем, взяв делимое с недостатком (или точное чиело), а 
делителя с избытком, пронзведем второе деление. Очевидно, чте 
в первом случае мы получим приближенное частное с избытком. 
а во втором © недосталком; из сравнения их между собою сдз- 
лаем вывод о величине погрешности. 


Пуеть, напр. надо найти частное: 


Уз: Из -=173205..: 141421.. 
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Эграничиваясь, положим, 4 десятичными знаками в каждом чиеле, 
произведем два деления: 


1,7321 : 1,4142 = 1,29478.. 
1,7320 : 14143 = 129463... 


Отсюда видно, что 


1,22478..>Из :И2 > 122463.. 


Значит, взяв ва величину частного чиело 1,224, мы будем 
иметь приближение с недосталком с точностью де 0,001. 

Заметим и здесь, что частное от деления квадратных корней 
{как и произведение их) можно вычислить иначе, & именно: 


УЗ :У2 =ИТ=И1,50 


У150 =1,22474... 
1 


22]5'0. 
244 
24216 0'0 
2484 
т 
4] 9776 
18240'0 


244.87 
171409 


и 


Находя приближенный квадратный корень, увидим, что най- 
девное нами выше число 1,224 действительно точно до 1 ты- 
сячной. 

196, Замечание. Во всех предыдущих примерах есложе- 
ния, вычитания, умножения и деления приближенных чисел мы 
получили для каждого действия такио два приближенных резуль- 
таха (однн с недостатком, другой © избытком), у которых не- 
еколько первых чисел были одинаковы, и мы могли тогда эти 
общие цифры взять за окончательный результат приближенного 
действия. Но так бывает не всегда: общих пифр может со- 
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всем не оказаться. Положим, напр. требуется вычислить 


произведение: 
Ув ХУ15 =2,449..Х 1,224... 


Ограничиваясь этими пифрами для приближенных корней Ув в 
У15, произведем 2 умножения: 


2.449.1,294 = 2.997576 
2450.1,295 = 3,001250 


вначит. 
2.997576< У6б. И15 <3,001250. 


Мы видим таким образом, что у крайних чисел совсем нет 
вбщих первых цифр. Тогда можно рассуждать так: узнаем сна-- 
чала, как велика разноеть между крайними числазги: 


3,001250 —2,997576 =0,003674. 


Так как эта разность меньше 0,004, что в свою очередь, 
меньше 0,005, т.-е. меньше '/, сотой, то мы заключаем, что ка- 
кое бы число, содержалщееся между 2,997576 и 3,003674, мы 
ни взяли, погрешность между этими числами и точным произве- 
дением Уб. И 15 должна быть меньше '/, сотой. Между ука- 
завными числами содержится, между прочим, и целое чиело 3. 
Значит, это число можно принять за приближенное значение про- 
изведения, причем погрешность будет менее ‘/, сотой (и потому 
чнело 3 удобнее здесь выразить так: 3,00); но только при этом 
остается неизвестным, будет ли это приближение с недостатком, 


или с избытком. 
В нашем примере мы могли бы найти произведение 


проще так: 
У6. У15=У 615=У9 =3. 

Мы видим таким образом, что чиело 8, принятое нами за 
приближенное значение искомого произведенил, не только точно 
до 1/, сотой, но и вполне точно. 


` 088 — 


197. Освобождение знаменателя дроби от ради- 
халов. При вычислении дробных выражений, знаменатели кото- 
рых содержат радикалы, бывает полезно предварительно пре- 
образовать дробь так, чтобы знаменатель ее не содержал радика- 
лов. Чтобы указать полезность такого преобразования, положим, 


что нужно вычислить 
1 
ЕЕ — 1 
-. уз — Уз ( ) 


Мы можем производить вычиеление или прямо по этой 
формуле, или же предварительно сделать ее знаменателя рацио- 
нальным, для чего достаточно умножить оба члена данной дроби 
ва сумму УЗ +2: 

Уз + у УЗНУЗ Ро о 
Е < Уи а ОВ 


= 


Формула (2) удобнее для вычисления, чем формула (1), во 
1=х, потому, что она содержит в себе всего $ действия, а не 4, 
как формула (1), а во 2-х, и потому, что при вычиелении, ко- 
чорое по необходимости может быть только приближенное, пре- 
дел погрешвости результала сравнительно просто определяетса 


ие формуле (2). Так, найдя УЗ и У2 с точностью до поло- 
вины тысячной доли, получим: 


2= 1,732 ++ 1,414 = 3,146. 


Результат этот точен до '/, -- '/, т.е. до 1 тысячной. 
Приведем простейшие примеры освобождения знаменателя 
‚дроби от радикалов. 


и 


т х г 

уг Умножив оба члена дроби на Ув, получим; 

му © 
ко туа и" этУа 


та цб а 


Когла @ есть целое составное число, то можно разложить 
эго на простых сомножителей © целью определить, каких мно- 
жителей недостает в нем пля того, чтобы оно было полным 
‘квадратом. ‘Тогда достаточно умножить оба члена дроби на 
квадр. корень из произведения только недостающих множителей. 
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Нанр.: 
т т т 2.5 к 10 тУ10. _ мую 
узо — узеав УБЕ ИМ 25 0’ 
2) Е. Умножим оба, члена, дроби на Уи. 
т _ т(а—Уф) _ _ тату 
а4+УЪ — (« УЬ)(е+уь) — а— 


3) —- Унножим оба члена дроби на а-- Ук 
ау 


т В т(а-+- УВ) >= та--туф 
шо (У) (а+УБ) м 
4) т и т( Уа а УЬЪ) р тУя + тУБ- 
Уз 3УБ (Уз У) (ау) 2 
5) ——_" ____ Желая сначала освободить знаменателя 
Уд + УБ —Уе 


чт Ус, примем совокупность остальных членов за один член; 
тогда знаменатель примет вид ( Ус а--Уь ь)-У в с. Умножим те- 


перь оба члена дроби на сумму (а & -|- УЪ ъ)-- Ус. ' Тогда в знз- 
менателе получим: 


(Узуь» ее ь— с-- И 46. 


Теперь умножим оба члена дроби на разность (@ -- 6 — с) — 


—2У4; от этого в знаменателе получим: 


(а — с) — 445. 


Подобным приемом можно уничтожить в знаменателе и бэль- 
зиее число квадр. радикалов. 


Упражнения. 
88 190—196. 


8. Найти приближенные значения числа, 


Ф недостатком и потом с 


е= 2,7182878.. 


избытком с точностью до Ч» до 


д до Ум ит. д Какие из этих приближений будут точны 
до |, единицы последнего разряда? 
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9. Вычислить с точностью до ‘| еуммы: 


ПУБ-У16; 2) УЗ-ТУ20-У 08+ 
Уз, У 2 0,207. 
10. Вычислить разности: 


1) 5,708346..—2,014495.. 2) 0,578480..—0,365024... 
с точностью до ‘о 


11. Вычислить до |» сумму приближенных чисел: 
3,70263 -| 2,55448 -|- 0,29868 -|- 1,14089, 


если известно, что числа эти точны до '/, стотысячной доли, во 
неизвестно, взяты ли они с недостатком или © избытком. 


12. То же для разности: 
1,56054 — 6,38429, 


13. Вычиелить до '/„ площадь прямоугольника, у которого 
основание равно У10, & высота 5. 


14. Вычислить об‘ем шара по формуле: 
2 
где Д есть радиус шара, равный 3 см, к постоянное число 
(отношение дянны окружности к диаметру), равное 3,1415926... и 
У обем шара, выраж. в куб. сантим. 
15. Найти приблаженное произведение 
Уз. И, 


определить предел погрешности и сравнить результат с точным 


оронаведеняем: 
Из. Ив =И16=4. 


= — 
16. Найти приближенное произведение с недостатком а 
е азбытком 
Ув. Уз 
и сраввить его с произведением, которое можне получить по 
формуле: 
Ув. Из=И18=И29 =3Ы 2 


17. Вычиелить приближенное произведение с недостатком и 
© избытком: 


И2. Из =14142.. > 14142. 
в сравнить его © точным произведением: 
Из. Из =(у?):= 
18. Найти с точностью до '/»› частное: 


7,310268..: 5 
19. То же: п:7?/, где «= 3,1415996... 
20. То же: и 18: У?2; сравнить е точным частным: 


У18: Из =Иу9=з 


21. Вычислить до '/„ частное 3: Уз. Орееиать с чаетным: 


7 5 ЗИ? У7.3* — У68 
Е 2 к ИЕ = 9 
в == у =У12.6. 
$ 197. 
Освободить знаменалелей следующих дробей от радикалов; 
29 т 2. 5. ю_ в 
и и 

1 2 13 10 

23 : } 


1И2? З+4И2 ’ 7-76? 245" 


А. Киселев. Алгебра. Га 


виа с Ч що О 
фа УБ-Из 7—3 5. 
от. ЛИЗЪИТ ов 2 09, =. 
ИТ-+УИз Ух я бу = 
о 1 ь 1 
30. урузыв 3" УЗ УЗУБ 
ГНА ВИТ 


Простейшие преобразования иррациональных выражений. 


19°. Рациональные и иррациональные алгебраи- 
ческие выражения. Алгебраическое выражение наз. ра- 
циенальным относительно какой-нибудь буквы, входящей в 
это выражение, если эта буква не стоит под знаком радикала; 
в аротивном случае выражение наз. иррациональным отно- 
сительно этой буквы. Напр., выражение 


За Ух. 


есть рациональное относительно @ п иррациональное относи- 
тезьно 2. 

Если говорят: „рациональное (или иррациональное) алге- 
браическое выражение“, не добавляя, относительно каких букв, 
то предполагается, что оно рационально (или иррационально) 
отновительно всех букв, входящих в выражение. 

Заметим, что корни, о которых мы будем говорить в этой 
лаве, разумеются только арифметические. 

199. Основное свойство кория. Величина корня не 
изменитея, соли мы возвысим подкоренное выражение в какую- 
нибудь степень и вместе с тем умножим показателя корня ва 
показателя той степени, в которую возвывили подкоренное выра- 


ЖЖЕНИЕ. 


ВА 
Возьмем, напр., Ха и возвывим подкоренное чиело в ква- 
драт, умножив вмеете © тем показателя корня на 2; тогда полу- 


в 
чем Ув*. Докажем, что > 
И«—УИв. 
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Для этого возвысим обе части доказываемого равенетвь 
в 6-ю степень и сравним между собою результаты. В правой 
части получим ‹ (так как извлечение корня 6-й степени и воз- 
вышекие в 6-ю степень суть действия, взаимно уничтожающиеся). 
Чтобы возвыеить левую часть налиего равенства в 6-ю степень, 
зы можем возвыеить ее сначала в 3-ю степень, а потом ре- 


— 
зультат возвысить в квадрат. От возвышения Уа в третью сте- 
нень получим @ и от возвышения @ в квадрат получим а° Мн 


в ты 
’ видим таким образом, что два числа: Ул? и Уа м возвые- 
ния в б-ю степень дают одно и то же число @’; елед., оба эти 
числа составляют арифметический корень 6-й степени из а Но 
арифметический корень данной степени из данного числа можех 


9 
Фыть только один ($8 163); поэтому Уа=У 


Подобно этому можно доказать, что вообще: 
Га 


200. Следетвия. Пользуясь доказанным свойством, мы мо- 
Жем делать следующие преобразования радикалов: 

1) Несколько корней разных степеней мы можем привести 
к одинаковым показателям (подобно тому, как несколько дробей 
с разныин знаменателями мы можем привести к одному и тому 
же знаменателю). Для этого достаточво найти общее кратное 
(лучше всего, наименьшее кратное) показателей всех радикалов 
я умножить показателя каждого из них на соответствующего 
дополнительного множителя, возвысив вместе с тем каждое под- 
коренное выражение в надлежащую степень. 


= ВО > 
Пример: Уал, У Ух 
Наименышее кратное показателей корней есть 6; донолня- 
тельные множители будут: для первого радикала 3, для второго 
2 и для третьего 1. Соглаено доказанному свойству корня по- 
лучим: 
6 Сб 


6, 3 6 
У = У} ыВ аа Ив-У (4?) =У а Ух. 


16% 
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2) Если подкоронное выражение сеть стешзнь, показатель 
которой имеет общего множителя в показателем корня, то на 
этего множителя можно сократить обоих показателей 


6 — Я = б-— = № 
Примеры: 1) Уя=Уз 3) Уа а = Ут. 
3) Если подкоренное выражение есть произведение несколь- 
кнх степеней, показатели которых имеют одного и того же об- 


шаго множителя 6 показателем корня, то на этого множителя 
жожно сократить всех показателей. 


м 3 ЗА 
Пример: Ува? =У(бйыя У зай: 


201. Подобные радикалы. Подобными радикалами наз. 
такие, у которых одинаковы подкоренные выражения и одинаковы 


5% 
ноказатели радикалов. Таковы, напр., выражения: -- За ху и — 


© 
— БУ 2. 
Чтобы определить, подобны ли между вобою данные ради- 
калы, следует предварительно упростить их, т.-е. если возможно: 
1) вынести из под знака радикала тех множителей, из ко- 
торых возможно извлечь корень; 
2) освободиться под радикалами от знаменателей дробей; 
3) нонизить степень радикала, сократив показателей корня 
и водкоренного числа на их общего множителя. 


Нримеры: 


3 6 
1) Радикалы: У вай и У 64а? оказжутея подобными, если 
‘упроетим их: 


. ть ое а 
Узи =2 6 Ува = 2 — 2 а. 


2) "ри радикала: р = у *, их 6х окажутся нодоб- 
я 


мыни, если оевободимся под радикалами от знаменателей: 


И-у= = бд _ И _ 1 ры 
3 Е 


о 


[9] 


202. Действия над иррациональными одночле- 
нами. 1. Сложение и вычитание Чтобы сложить или вычесть 
иррациональные одночлены, соединяют их знаками плюе или 
минус и делают приведение подобных членов, если они окз- 


звутея. 


Примеры: 


= / 


1) - > И» -- 6% у=— у =2 Ут 
3х у =— х ИУ =4 уУ=> 


| 3:2 В гм Зе = Би С 
2) БИ — ЗИ х— У 108 = 15И & —6И — 


ре 3 Зи 
И а Па 


2. Умножение Мы видели прежде (8 165), что для извле- 
чения корня из произведения, достаточно извлечь его из каждого 
еомножителя отдельно; значит, наоборот, чтобы перемножить 
несколько радикалов одинаковой степени, до- 
статочно перемножить подкоренные числа. 


Так: 
ВР о Зв 8 = ЗО = я 
Ув УЪ Ус; = Ис Уз Иу = Иж: Ур И=Ум. 


Если для перемножения даны радикалы © различными пе- 
казателями, то их можно предварительно привести к одному по- 


казателю. 
Если перед радикалами имеются коэффициенты, то их пе- 


ремножают. 
Пранеры: 


1) вь Уз . $ Иь . БУ а = Заз ЬУ а? = 2а3%3. 


— 96 = 


3. Деление. Мы знаем, что для извлечения корня из дроби 
цостаточно извлечь его из чиелителя и знаменателя отдельно 
3. 


3 
8 165); так: у = т р" = Ре и ты 
Значит, и к 


И у. | —. ит. п. 


г.-е. чтобы разделить радикалы е одинаковыми по- 
`&зателями, достаточно разделить их подкорен- 
зые числа. 

Радикалы с различными показателями можно предварительне 
чривести к одинаковым показателям. 

Если есть коэффициенты, то их делят. 


255’ а—х 5 е—т 50а6 


Примеры: 
1) — в 2—2 4 а _ 65 : Ро т» БИЬ 
) ] 2 5й Ба 4 р ж(а—5) 
вы =. а 
2) зу м: за ат 1 == СЕВ 


(а— за 20 
4. Возвышение в степень. Чтобы возвысить ракикая 


: стелень, достаточно возвысить в эту степень подксренкое 
нео. 


Так: 


(Уз а И = {ие я и 


Юримеры: 


4 3 4 А < 
1) (Узор? }` = Убабаа): У вазьзав — ыдИвовыа. 


‚з-ИУ 
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5. Извлечение корня. “Чтобы извлечь корень из ра: 
дикала, достаточно перемножить их показателей. 


"Гав: 


Вообще: 


и=—= ТЕ 


Для доказательства возвысим 06бе части этого равенства 
в тл-ю степень. От возвышения правой части получим, по опре- 
делению корня, а. Чтобы возвысить левую чаеть в ти-ю степень, 
можно возвысить еначала в и-ую степень, а потом результат 
возвысить в т-ую степень: 


Пи" ит 


Значит, левая часть и правая часть доказываемото равел- 
«тва равна арифметическому корвю ти-й степени пз чиеза а, а 
такой корень может быть только один. След, доказываемое ра- 
зенство верво. 


Пример: | уз = т баре РУз 


\ 


= | 
203. Действия пад иррапиональными многочле. 
нами производятся по тем же правилам, какие быль вызедень, 
для многочленов рациональных. 


Напр.: 
— 415-75 =83—4И ТЕ, 


м | № 


5 


(5 У5 — 5" 0,3) =- 


= 68 — 


Упражнения. 
88 199, 2059. 


у Привести & одинаковому показателю следующие радикалы. 


8 бу 3 
32. ут, Уз. 33. ИЗ, ИБ. 
3 В 35 ны в 
34. Уз, УЗ. 5. Уз, Гу, Из: 
, 5 $ о но | 
36. Уз, Уд, У?2. 37. УЗ, Уз, У 
8 
Ву — 4 2 1 Ни . 
38. и в, Ууг, у И. в р о у те 


Упростить следующие радикалы (сократив показателя корня 
и показателей подкоренного выражения): 


6—9 и = 4— 6 8 
40. Ул, Уд, Иа. 41 У5, УВ, И 10000- 


ВЕ 8, —— = р 6 
42. и 9 а* 68 5 43. Ите а 12. 4.4. и 9 а ра - 
45. и 8%. 46. у 121 &Ы - 47. у 8аЬ2е?. 
8 201. 


Упростить следующие радикалы с целью обнаружить их 
подобие: 


48. Уз, У18, У5о. 49. Уш, Им Ув. 

аз з а’, = а: МЕ 
50. У4, Уза, У 108: ЗВ У в, Ито, У 51. 
52. У вх, Уаз, Ува 


53. р = , } а , а У 0,25 а’ 


54 | 2 у а 2* и 20° 
сы в ‘ А | 
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$$ 202, 203. 


Сложение и вычитание радикалов: 


55. 2У 8—7 У18 +5 И72 —ИБ0, 


56. И12 +2 У27 3 ИТ —9 Ида 
2УУ, -- Ув0 —У15 УЗ). 


59. 


58. 


59. 


50. 


61. 


62 


63. 
Умножение радикалов: 
6725 
2И5: 


За И з=- 
4. 


64. 


66. 


68. 


70. 


12 


14. 


18 Ф-Т У50 а — 


ь 7 о 


рае" 
р" "Умия —1|р Утв Г 


т И Уи и 


Е 


ЗИ 


У 4-14 


И 


ор 


5. 


22. 


3. ==. 
э/е 


Г Г — 
ПИ ТЕ АС 


У 5 


[р бу 
ЗИ 125- Э5И 195. 


9, Изв 


И12 


УЕ о. 
ИУ Ут 


Дай. 


За. 


3} мия у ыЫ 
65 Ур о: 


Ч-У9-Е9 У фт {= 


Уб. 


99. 


3 р 
67. У а: Ив. 


3 


Ин. 


д и = Л Е 
69. У 3225 Узам И. 


моб у 
71. У: Из. Ид. 
= 4 8 
73. ас 2и 3. У 


т - 


Деление радикалов: 
15. И120 ь: УЗаЪ. 16. 18/27 :3У 30а- 


тт. Уз Уз 18 Урнуа" : От Уса. 


З 


/ 


— $/— м ЧЕ 3 о 
ИИ ЗОРИ ВВ И © 
вы Еее ВЕ 
82. 8 Уз1 И тг 


Возвышение в степень: 
ва. (Изв) 84. (2Учияа)° 8 ь (зв=Уажь) 
вв. (У@ +2) у}. вт. (Ия. ИЕ). в в. (вау ть) - 
89. (у р | 90. (Иззи Е }- 9 (ИУ). 
32. (-01 в == 3. (-— |2 у ) ; 
Изваечение корня: 
94. КИ»- 95. у Ууз- 96. И 

3 / "= 
97. У? Уз: и ие 99. / ы у. Е - 

З 
100. У ониь 


Вычислить следующие корни, освовываясь на равенстве: 


2 2 


уу 


м —— ее 
101.}/25. 102. У м4: 103-У 512. 104. 1176491 


< 


Действия над иррациональными многочленами: 
105. (Из — из). 106. (Ив 2) (И — 2) 
107. Е а—ж ++ Ре 108. (и; < У>). 
109. [у ЕТ и—1) (Уз я} 1) 

Уз—з из) (2 Из—из) 
РУа+з И.И.) 

Упроетить следующие выражения: 
112 | — Е у : т пы. а Е. 


1 1 1 
114. а2+их) УЕ 2 (1+ =) ° 


ОТДЕЛ < 
УРАВНЕНИЯ СТЕПЕНИ ВЫШЕ ПЕРВОЙ. 


ГЛАВА ТГ 


Квадратное уравнение. 


204. Залача. На какое число надо разделить 86, чтобы 
получить в частном на 5 единиц более, а в остатке на 5 единиц 
менее, чем в делителе. 

Обозначим искомого делителя буквою 7. Тогда в частном 
должно получиться 2--5, а в остатке 7 — 5. Так как произве- 
дение делителя на частное, сложенное © остатком, должно дать 
зелимое, то мы можем налисаль уравнение: | 


(т -- 5)--(#— 5) = 86. 
Упростим это уравнение: 


р 55 Г х—5= 86; 7 -- бе =. 


Мы подучили таким образом, уравнение, в котором есть член, 
содержащий неизвестное во второй степени, но нег членов, со- 
держащих неизвеетное в более высоких степенях. Такое уравне- 
ние наз. уравнением ‘второй стецени или квадратным. 
Решим его следующим приемом. 

Заладимея вопросом, нельзя ли к двучленому, стоящему 
в левой части уравнения, приложить такой третий член, чтобы 
получился трехчлен, выражающий квадрат еуммы 2-х чисел. Мы 
легко найдем эгот третий член, если вместо 6% напишем 2.55; 
гогча двучлен @-- 6х изобразится так: х-Г 2.31, и мы дога- 
даемся, что в нем не достает только члена, -- 3? для того, чтобы 


— 255 = 


© 


©н представлял собою квалрат (х -|- 3} =а7 -| 2.35 -- 3*. Заметив 
эти, приложим к обеим частям уравнения по 32: 


23 = 32—91 83° 
т.-е. (#3 =91 4-9 =100. 


Теперь мы видим, что сумма х-|-3 есть такое число, ква- 
праг которого равняется 100; значит, эта сумма составляет 
квазр. корень из 100. Так как 100 число положительное, а 
хвадр. корень из положительного числа имеет 2 значения, то и 
сумма т--3 может иметь 2 значения. Одно из них есть 10, а 
другое —10; поэтому: 


ао 
или 
И Е 
откуда: 
%=10—8=т7т, 
ЕЛИ 
= — 10—38 =— 13. 
Поверка: 


ол = 91 и (—13--6(—13)=91. 


Оба решения удовлетворяют уравнению, но отрицательное 
решение —-13 для задачи не годится, так как деление числа $6 
предполагается арифметическое, & потому делимое, делитель, 
частное и остаток должны быть числами арифметическими. По- 
ложительное же решение 7 удовлетворяет задаче: разделив 86 
на 7, получим действительно в частном 12 (на 5 больше дели- 
теля) и в остатке 2 (на 5 меньше делителя). 

205. Нормальный вид квадратного уравнения. 
В квадратном уравнении (& также и в уравнениях более высо- 
ких степеней) принято, после упрощения уравнения, переносить 
все его члены в одну левую часть, так, что правая часть ура- 
внения делается равной нулю. Тогда квадратное уравнение по- 
хучает следующий вид, называемый нормальным: 


ах?-- Ьх ге=0. 


— 254 — 


Здесь буквы а, В и с означают какие-нибудь данные числа, 
положительные или отрицательные, Числа эти наз. коэффи- 
озентами квадратного уравнения; из них С наз. также сво- 
бодным членом. Если ни один из этих коэффициентов не ра- 
вен нудю (т.-е. если в левой части уравнения ‚.меются вее три 
члена), то уравнение наз. полны м. 

Заметим, что коэффициент @ мы можем всегда сделать по- 
зожительным, переменив в случае надобности перед всеми чле- 
нами знаки на противоположные (другими словами: умножив обе 
части уравнения на — 1). 


Пример: 4 Г 
м а = Г 
Раскрываем скобки: 
: Е: 
НА 


Уничтожаем знаменателей: 
Чо 9” = 155 Е 6%. 
Переносим вее члены в левую часть: 
724 94—155—155=0, 


Делаем приведение: 
— 137 — 15% -- 12=0. 


Переменяем знаки: | 
1327 + 15; —72=0. 


Коэффициенты а, ©, с общего вида квадр. уравнения приняли 
в этом примере такие частные значения: а=13, 6=15 и с= 
=. — 12. 

506. Решение неполных квадратных уравне- 
ний. Квадратное уравнение наз. неполным, когда в нем нет 
члена, содержащего 2 в первой степени, или нет свобедного 
члена. Рассмотрим решение таких уравнений на примерах. 


— 255 — 


1. Пусть требуется решить уравнение: 


3 —97=0, 


в котором нет члена, содержащего х в первой степени. Пере- 
неся свободный член направо и разделив обе части уравнения 


на 8, получим: 
=: 


Отсюда видно, что х есть квадратный корень из 9-ти, т.-е. 
либо -|-3, либо —3. Условимся знаком обозначать арифме- 
тическое значение корня; тогда мы можем написать: 


= -У9 = 328. 


Обозначая одно решение буквою 2, а другое буквою т» мы 
можем предыдущее равенство переписать так: 


© 


2 =--8; 71, =— 5. 
Пусть еще требуется решить уравнение: 
247-50 =0. 


Поступая с ним, как в предыдущем примере, получим: 


271=—50; #=—95; = У—595; я, =— 1 — 95. 


Подкоренное число здесь оказалось отрицательное, а из 
отрицательного чиела нельзя извлечь квадратный корень. Значит, 
уравнение не имеет вещественных корней. 


П. Пусть требуется решить уравнение: 
27—7%=0 
в котором нет свободного члена. Левая часть такого уравнения 
разлагается на 2 множителя: 


#{22— 1) =0. 
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В этом виде уравнение требует, чтобы произведение раввя- 
лось нулю. Но произведение может равняться нулю только тогда, 
когда какой-нибудь из сомножителей равен нулю. Значит, данное 
уравнение удовлетворится в двух случаях: или когда д=0, или 
когда 2—1 =0, т-е. когда х='].. Тавим образом, данное ура- 
внение имеет два решения: 


2 =0 и д,='ь=3'/.. 
207. Решение полного квалратного уравнения, 
у которого коэффициент при х есть {. Уравнение а”-|- 


{95-е =0 по разделении всех его членов на а принимает 
такой вид: 


о ь с 
х ея вы в: =: 


Обозначим для краткости дробь ‚|, буквою ри дробь ‘|. 
фуквою 49; тогда уравнение будет такое: 


х?+ рх+9—=60. 


С такого упрощенного вида мы и начнем рассмотрение ре- 
шения полного квадратного уравнения, причем для большей 
асности мы будем вести рассуждение параллельно на частном 
примере и на общем виде уравнения. 


Частный пример. Общий вид. 
27—75 10 =0. я реа =0. 
Перенесем свободный член в правую часть: 
й— 1х = —10 ] а? ре = —9: 


Двучлен, стоящий в левой части уравнения, можно рас- 
сматривать, как выражение: 


1 На 
2 2 
я — 25. — р 5 
я 2-21. 5 
1-е. как алгебраическую сумму квадрата 2 © удвоенным произве- 
дением х на половину коэффициента при <% в первой степени. 


ет 


Заметив это, приложим к обепы частям уравнения по квадрату 


этой половииы: 

т 7 \* В р р \? 2 \* 

ИН (-= |) |7 Е) =—4- Р 
+(;) (5 еее а-+(= 


2 2 ; 


Тенерь уравнение можно написать так: 
р г № 7 \2 9 5 в \?2 в \* 
т о 
\ я [5 | 4 @&-+=) [® 4 


Представленное в таком виде уравнение требует, чтобы 
7 
квадрат двучлена ( —) (двучлена д -- -Е ) равнялся 


Зислу, стоящему в правой части уравнения. Значит, двучлен этот 
делжен составлять квадратный корень из числа, стоящего в правой 
заети уравнения, т.-е. 


| 2—5 = у | е + - =у(=)— 


{если знаком У обозначим арифметическое значение кв. корня}. 


Неренеся теперь член -— о (член --”),) в правую часть урав- 
нения, получим: 


т ИН — 
«=ту* | ЖЕ (1) — 


1 3 Я з р р С 
ат и в=—2 (2) 
: и. 3 р Е 


зысказать так: 
неизвестное квадр. уравнения, у которого 
икоэффициент при 27 есть 1, равно половине коэф- 
фиациента при х в 1-& степени, взятого е противо- 
воложным знаком, илюе, минус, корень квадратный 
аз квадрата этой половины без свободного члена. 


А. Каселев. Алгебра. ры 


г Нолученную общую формулу для неизвестного мы можем 


Примеры, 
1) —2—6=0; здесь р=—1, 9=-—6; поэтому: 


=, И й -е6 ВХ *|, = $ ЗН 


= = 8; т, = — 2. 


Поверка: 3—8 — 6-0; (— 2) — ([—2)-—-8=0. 


9) 22 —2%415=0; 2=1ЕУ1—5=1-И—4 Корна 
мнимые. 

3) я—185--81=0; х=9 Е У 81 —81=9-= 0 =9. Урав- 
нение имеет только один корень. 

268. Другой сп060б решения. В трехчлен, стоящий 
в левой части уравнения, введем 2 дополнительных взаимно 
сопращалонихся члена; 


+5) в 


Тогда уравнение примет вид: 


иева-а+ (2) (=) =6. 


й\- 


ить (2) ( г) = 


Сгрунпируем 5 членов, стоящих в левой части уравнения, 
в две такие группы: 


ле | 84 
(Чун | (+9) 9-4 


Число (“10 (чиело (2/9) можно рассматривать, 
как квадрат некотероге другого числа, которое найдем, еели ив 
первого чиела извлечем арифметический квадратный корень. 


— 259 — 
Обовначив этот корень знаком ‚ мы можем предыдущие 


вегазкония представить Так: 
Я =. ити.) 
В ВЕ р 7 
(2+2) ИС) 


7 в. 
Е —]| — } 
( =: ИЕ] 
Разложив разность квадратов двух чисел на множителей, 
молучнм: 


[ее +) -УСО-ь]- 
[++ +)-И > 


Члобы проивведение равнялось нулю, необходимо и доста- 
зотно, чтобы какой-нибудь из сомножителей равнялся нулю. 
Значит, уравнение удовлетворится тогда и только тогда, когда 


2 


или 2 -- — + НИ у-+10= 0; | или ж-- -— +у(2 Е 0; 


нана + —|/ (1 Руло=о, шие (2) = 0. 


Мы свели, таким образом, решение квадратного уравнения на 
решение 2-х уравнений 1-Й степени. Из иих находим: 


Ия УЕ 
--- НИЕ ыь | + 


Мы получили те же самые формулы, которые раньшь вывели 
ным путем. 

209. Разложение трехчлена 2’ ео на нно- 
жителей. Указанный нами второй способ решения состоит 
в разхожении левой части квадр. уравнения, т.е, трехчлена 
7-- 2-4, на множителей 1-й степени относительно х. Мно- 

11* 


о ьбоеЕ 


жители эти, как мы видели, следующие (для общего вида кзэдр 
уравнения): 


Рети > В 
Если этих множителей представим так: 
и. - 


то заметим, что выражения, стоящие внутри скобок, суть т® 
самые выражения, которые мы нашли для корней квадр. уравна- 
ния; поэтому, обозначив эти корни 2, и я» мы можем трехчхлею 
2-- рх-- 9 изобравить тах: 


#—*)(@&— 2 


Мы видим таким образом, что трехчлен 2 рх ра 
равен произведению двух иножителей, из которых 


один есть разность между х и одним корнем ураю 
нения 4'--р2--4=0, а другой разность между - 
другим корнем этого уравнения. 

Это свойство трехчлена 2-й степени дает нам возможность 
быстро разложить его на множителей 1-й степени. Пусть, наир., 
требтется разложить трехчлен я | 32 — 10. ь 

Для этого найдем предварительно (по выведенной нами 
формуле) корни квадр. уравнения: 


р 4 — И —2щ В ПЕК = 
42+ 34 —10=0; «= — ву (то 


Е ти 
3/4 СТ 


Теперь, применяя указанное свойство трехчлена, похучих, 
за —10=@—2) в —(-5]]=@—2)@-+5). 
Поверка: #— 2) (2-55) =" —2=-- 5д—10='--32—10. 


ен =. 


Это же свойство трехчлена дает возможность быстро ео- 
ставить квадратное уравнение которого кория 
Фыли бы данные числа; напр., уравнение, имеющее корни 
4 и_—5, будет (#—4) [#—(—5)| = 0, т.-е. (1—4) (2-5) =0, или 
я 14215520 х "+2—20 = 0; уравнение с корнями—2 и—1 
будет: (2-22) (#1) =7--32-2=0, ит. п. 

210. Решение полного квалратного уравнения, 
У которого коэффициент при х не равен 1. Пусть 
требуется решить уравнение: 


37—175-4=0. 
Разделив все его члены на 3, мы приведем уравнение к 
виду: 
7 4 
р: = ЕЕ 
Я о 


воторый мы уже рассмотрели. Решая его по выведенной нами 
формуле, иайден: 


Подобно этому мы можем всякое квадратное уравнение 
< коэффициентом при 2”, не равном 1, свести на уравнение 
< коэффициентом при 27, равном 1. Однако полезно кля этого 
схучая вывеети (и запомнить) свою особую формулу, чтобы не 
зрибегать Ри раз к делению членов уравнения на коэффи- 
циент при 27. Составим эту формул 


Уравнение а” -|- $5 1 с=0 по разделении его не а будет: 
ь с 
Роя =0. 


Применим тецерь а выведенную раньше для урае- 
вания я *-|- ри 9-0, и упроетим ее: 


2а —— 4 а Ра и, 
$ Уж — РУ в 


Эа Зах За 


1 м6 — 


Полученную формулу можно высказать так: неизвестное 
квадратного уравнение равно дроби, у которой чи- 
слитель есть коэффициент при неизвестном в 1-й 
степени с противоположным знаком, плюс, минус 
корень квадратный яз квадрата того же коэффи- 
циента без учетверенного произведения коэффи- 
пиента при неизвестном во 92-Й степени на свобод- 
ный член, а знаменатель есть удвоенный коэффи- 
циент при неизвестном во 2-ой степени. 

Замечание. Если подкоренное выражение $’ — дас будет 
число положительное, то уравнение имеет 2 различных веществен- 
ных корня; если окажется, что р? 4Аас=0, то уравнение имеет 
один корень, именно — Е наконец, если $? — 446 будет число 
отрицательное, то уравнение не имеет ни одного вещественного 
корня (корни будут мнимые). 

511. Разложение трехчлена а? | щш--с на мио- 
жителей. Так как: 


ад? + 9% - с=а (2+ я в 


а трехчлен, стоящий внутри скобок, будучи вида 0х |4 
разлагается, как мы видели, на множителей (д—<,)(& — 2), т 


о 


трехчлен 07 -- Ъ; | с можно представить так: 


ад? -- а | с=а (2+ Ва )=а х—х)(к— хо). 


Здесь 2, и 2, — корни уравнения я -- и. -- = =0, а эти корни 
ле же самые, что и ворни ур. аа? + 9% с=0. Значит, можно 
сказать что трехчлен аз’ + 5-е разлагается на 
3 иножителя, из которых первый есть коэффици- 
ент при #, второй — равность между д и одним 
корнем уравнения и третий разность между хи 
другим корнем уравнения, которое получится, 
если трехчлен приравняем вулю. 


Пример. Желая равложить трехчлен: 
92 —25—12 
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на множителей, предварительно найдем корни ур. 227—25—12 =0 


— 2 Им 4.212 _ 2100 _ 2510. 


Телерь можем выполнить разложение: 


247 — 2% —12=2(%—3)[#—(—2)]|=2(2—3) (#22). 


ЛГ 2312. Свойства корней квадратного уравнения. 
‚Сумма корней квадратного уравнения, у которого 
коэффициент при 1’ есть 1, равна коэффициенту 
при неизвестном в первой степени, взятому с пре- 
тивоположным знаком, а произведение корней 
этого уравнения равно его евободному члену. 

Действительно, если мы сложим два равенства, определяющие 
корни квадратного уравнения: 


РР: 2 р \} ро АИ, р \ 
ое ИЕ 


то радикалы взаимно сократятся и мы получим: 


Если те же два равенства перемножим (по сокращенной 
формуле: (а -|- 5) («—5) =@— И), то получим: 


1 1 1 15 
пере И =——-Н 1 265 — _ —-- №, 
-. И 28 2 И а? 

1 15 1 15 
па" МР О, м 
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Их сумма равна 7 -[ (—8) = — №, т.е. коэффициенту при второн 
члене уравнения, взятому © противоположным знаком, и произве- 
дение равно 7.(—8) =—56, т.-е. свободному члену уравнения. 


Замечание. Так как корни ур. а -- № --с=0 те же 


о с 
самые, что и корни ур. я 2 — =0, то для такого урав- 
а 


нения сумма корней равна— й ‚ & произведение корней равно‘. 


РЛАВА ШП. 
Биквадратное уравнение и некоторые другие. 


213. Биквадратное уравнение. Унея решать квад- 
ратные уравнения, мы можем решить также и уравнение 
биквадратное. Так называется уравнение 4-й стенени, содер- 
жашее неизвестное только в четных степенях. Общий вид его 
следующий: 

ах хе = ©, 


где а, Фи с какие-нибудь данные относительные числа (коэффя- 
циенты уравнения). Такое уравнение приводится в квадраляому 
посредством введения вспомогалельного неизвеетного. Положим, 
что =; тогда 2=(#)-=у и уравнение примет вид; 


ау? -- бу с=0. 


Е Ц ИБ — 4ае. — ВУ — ще 
Откуда: у = р ЕЕ 
24а 24 
Из уравнения 2=9 находим: = Уу и, след, дла 
ур у у з 5. 
биквадратного уравнения мы получим следующие 4 корня: 


ео = о Ч 

— Б-Р ВБ: — 4ае И ВУ» — Час 

у еее, пе у И 
24 24а 


—_ 3 в кое НЕЕ 

== / —=—— 

—В—У 6 — 4 УР — 402 

ву ==,  в-- 
2а 2а 
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Пример. Решить уравнение 2“— 1322 -- 36 =0. 
и Е = и + 36 =0; 
13 г 
„= Изв и у 


18 +5 15 —5 


2 з 2 


= Иуз=+И9=+% щ=—& а. =-НИ4 =+2; 


214. Уравнения, у которых левая часть разло- 

зепа на иножителей, а правая есть нуль. Решение 

такого уравнения сводится на решение уравнений более низках 
° степеней. Положим, напр., требуется решить уравнение: 


327 — 10%=0.. 
Вынеся 2 за скобки, мы представим уравнение так: 
2 (27 -- 35 — 10) =0. 


Но произведение может равняться нулю только тогда, когда 
какой-нибудь сомножитель равен нулю; значит, предложенное 
уравнение удовлетворится тогда, когда: 


или 2=0, или ХР 35 — 10=0. 


Последнее уравнение дает: 


Таким образом, ‘предложенное уравнение имеет 3 корня: 


2 =2, х=—Би х; =0. 


Пусть еще уравнение приведено к такому виду: 
2(2 | 4) (®*— 55-1 6)=0. 
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Тогда оно распадается на три уравнения: 
х=0; #-4=0; %*— 52 6=0. 
Решив эти уравнения, найдем 4 следующие корня: 
=0; я=—4 ,=2); а =3. 

215. Замечание. Существуют формулы для решения 
полных уравнений 8-й и 4-й степени, т.-е. уравнений такого вида: 
аля - 5 -- сх а=0 

ал - в -- ей | аа -- е=0. | 
Но формулы эти в элементарной алгебре не рассматриваются. 
Что касается уравнений степени выше 4-й, то доказано, что 
такие уравнения не могут быть решены алгебраически, т.-е. нельзя 
составить такие формулы, которые указывали бы, какие действия 


надо выволнить над коэффициентами уравнения, чтобы получить 
эго корни. 


Упражнения. 
8 206. 


Решить уравнения: 
1. 357 — 147 =0. 9. 2—3 =0. 3. #25 =0. 


д Зи) 20—60) 9 54 О 
5 о —3 хз Е. 
в 2710 9. о 
О = 0. 10: Че =0: ВТ. 0.0. 
8 209. 


12. 2—5 6=0. 18.22 105-25 =9.2 — 65 -|- 583. 


14. 2-4 6#=27. 15.9— 5 д=18. 18. д — 81 = 14 
1 


17. Эр и ай. 18. Е у=5. 
И - 
19 я = х--5 | 


$ 209. 
Составить квадратное уравнение по следующим корням его 
20. 2 и 3; 2и —$3; —2и3; Зи 3 
21. и 31; 2, и — 3; —21, и — 31, 
о Ве Аг. РЕ 
28. 10 и 0; —10 и 0. 24 31Уб из —УБ 


25. в ибаи —6; ви В 


8 210. 


Решить уравнения: 
26. (22 — 3} = 8. 27. 57 — 872 - 14=0. 
28. 92+ 122 4=0. 29. 91а’ — 90.2 195 = 0. 


13(% —1) к 31 т. 
эр Фь = Па в ° 2460 35—5°' 
Е — 


6% 17—05 


30. 


= 


62. 
Чему равны сумма и произведение корней в следующих 
уравнениях: 
а а 
35. #41250. | 
36. 327 — Ба 6=0. 37. Ч? — ЖЖ О, 


Составить уравнения (и решить их) из условий следующих 
задач: 

38. Найти два числа, которых произведение = 750, а част. 
вое от деления ббльшего на меньшее = 3'.. 


39. Найти 9 числа, из которых - одно больше другого ва 8, 
а произведение их = 240. 

40. Найти чиело, квадрат которого превосходит само число 
на 306. 

41. Куплено несколько платков за 60 руб. Если бы за эту 
ке сумму платков было куплено 3-мя больше, то каждый платок 
стоил бы на 1 руб. дептевле. Сколько куплено платков? 

Решение. Положим, что платков куплено 2 тогда каждый 


60 
платок стоит — Р. Если бы плалков за эту же сумму было 


> 60 
куплено не 2, & 9 4-3, то каждый плалок стоил бы и руб. 
По условию задачи последняя цена должна быть на 1 р. меньше 
первой цены; след. 


60 60 
=—— — 1. 
2-8 5х 


Унвожим все члены уравнений н& общего знаменателя 
{8-3 
60% 60(% Е 3)—@&- 3), 


т.е. 
60% =605 2 180 —2— 3, 
или 
яж -- 3х — 180 =0. 
Откуда: 
з р 8 Я 
д=——® И нев ее ине = 
2 2 4 2 р. 
след: 
во м т 
о Ра сс т, 2% 5 


Первое решение дает ответ на вопрос задачи: нлалков было 
куплено 12. Действительно, тогда каждый плалок стоил 5 руб. 
а если бы их было куплено 3-мя бодее, т.е. 15, то каждый 
платок стоил бы 4 руб. т.е. на 1 руб. дешевле. Чтобы найти 
смысл второго решения, изменим В вашем уравнении 2 на —% 
хогла получим новое уравнение: 

60 60 


—ж 3 —_—я 


—1. 
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корни которого, очевидно, будут те же, что и у первого уравне- 
вия, но © противоположными знаками, т-е. — 19 и -- 15; вва- 
чит, прежнее отрицательное решение сделалось теперь положи- 
тельным. Чтобы сообразить, как надо изменить задачу, чтобы она 
сеответствовала новому уравнению, придадим этому уравненик, 
кругой вид, умножив 0бе его части на — 1: 


69 60 


Теперь очевидно, что новое уравнение соответствует такой 
измененной задаче: 

Куплено несколько платков за 60 руб. Если бы за эту же 
сумму было куплено латков 3-мя менее (& не более, как в дан- 
ной задаче), то каждый платок стоил бы на 1 руб. дороже 
{& не дешевле, как в данной задаче). Сколько куплено платков? 

Ответом для такой измененной задачи служит решение 15. 
Действительно, тогда важдый платок стоит 4 руб. а если бы их 
было куплено 8-мя менее, т.-е. 12, то каждый платок стоил бы 
5 руб., т-е. на 1 руб. дороже. 

42. Назнамено для выдачи пособий безработным 864 руб., 
но б человек из тех, которым предполагалось раздать деньги, 
оказались не нуждающимися в помощи; вследствие этого каждый 
из остальных получил на 2 руб. больше, чем предполагалось презкде. 
Скольким безработным розданы были деньги? 

(Найти смысл отрицательного решения). 

43. На покупку обуви для пешей экскурсии группы школь- 
виков, состоящей из мальчиков и девочек, общим числом 20 чело- 
век, было израсходовано 480 руб., изв которых одна половина 
ошла на мужскую обувь, а другая на женскую. Сколько было 
в группе мальчиков и сколько девочек, если за каждую пару 
мужской обуви платили на 10 руб. дороже, чем за пару женской 
обуви? 

44. Два курьера отправляютея одновременно в город, ©т- 
стоявший на 90 верст от места отправления. Первый курьер в 
каждый час проезжает на 1 версту более, чем второй, и нрибы- 
вает к месту назначения на 1 час раньше второго. Сколько 
верст каждый курьер проезжает в час? 


— 210 — 


45. Кустарь купил сырье и затем продал его за 24 руб., 
потеряв при этом столько процентов, сколько рублей ему стоил 
товар. Сколько заплалил кустарь за сырье? 


46. Поезд должен был проехать расстояние в 600 верст 
в течение установленного расписавием времени, при чем он дол 
жен был двигаться равномерно © определенною скоростью. Когде 
он прошел © этою скоростью 12 часов, произошло векоторов 
повреждение в паровозе, для иеправления которого поезд про- 
стоя на месте ровво четверть того времени, которое оставалось» 
для окончания всего пути. Двинувшиеь далее, маллиниет, © целью 
нагналь потерянное время, увеличил скорость движения н& 
5 верст в час. Тем не менее по прошествий всего указанного 
в расписании времени поезд не дошел до конечного пункта на 
30 верст. В течение какого числа часов поезд должен был пройти 
мо расписанию эти 600 верст и © какою скоростью? 

д7. Сельско-хозяйетвенное товарищество купило стадо баранов 
за 900 руб.; 9 баранов оно оставило для себя, а остальных передало 
другим крестьянам за 792 руб., причем взяло с них на каждого 
барана по 2 руб. на покрытие расходов. Сколько было куплено баранов? 


48. Найти стороны прямоугольного треугольника, зная, что 
они выражаются 3 целыми поеледовательными чиелами. 

49. Моторной лодке потребовалось 7 часов, чтобы спуститься 
вниз по течению реки на 28 км и тотчас же вернуться назал 


Найти собственную скорость лодви (скорость ее в стоячей воде. 


эели известно, что вода В реке движется со скоростью $ им 
в час. 


66 213, 214. 


Решить следующие уравнения: 


50. 2*— 57-4 4=9. 51. 210% + 9=0. 
59. 9 =65. 53. #*— 897 =9. 

54. д*— 9 — 8 =0. ББ. 24% —1% =4. 
56. 2^— 257-144 =0. 51. д* — 25 = 63. 


——_—— 


ГЛАВА Ш 
Графическое решение квадратного и кубичнего увавнения. 


216. Графическое решение квадратного уравне- 
ния, Построив график трехчлена, стоящего в левой части урав- 
нения, находят точки пересечения этого графика с осью 2—0в; 
абециесы этих точек и будут корнями уравнения. Если случится, 
что кривая не пересекается с осью 7—0в, то это означает, чте 
уравнение не имеет вещественных корней; если кривая касается 
9си х—08, то уравнение имеет один корень (иначе сказалъ, 
2 равных корня). 

Укажем еще другой способ, очень улобный для построения 
{мы его применяли уже раныше, когда раз‘’яеняли, как вооблуе 
ножно решать уравнения графическим способом, 8 126). Пусть 
дано уравнение: 

2 — 152 —2 = 0, 
Представим его так: 
Е ЕО 


Каждая часть этого уравнения, рассматриваемая отдельно, 
есть некоторая функция от 2. Обозначим функцию, выражаемую 
яевою частью уравнения, буквою У и функцию, выражаемую 
правой частью, буквою у,: 


пя > = 1,55 9. 
Первая функция на чертеже выражается параболой, вторая — 


чрямой линией. Построив на одном и том же чертеже ') нара- 
болу и прямую по их частным значенияи; 


м = у, = 1,55 2 
21-3! —2|—1 01281... 26| 2] 
у | Г 4| 110111419]... 91215 
И ИНЫЕ ВЫ | ЕДЕа вЫ 


Еж Е 
*) Лучше всего на милдиметровой бумаге, приняв за единнну дяины сантиметр, 
чаш чертеж 42 сделан в уменьтенном размере. 


— в — 


мы найдем, что прямая и па“ 


рабола пересекаются в 285% 
точках, абсциесы которых ирЕ- 
близительно выражаются чис- 
лами 235 и— 0,85. Это ® 
будут приближенные значения 
корней данного уравнения, так 
как при каждой из этих 80- 
ецисс ординаты у, и 9» равны 
между собою, и слел. 


я = 15-2, 


т.-е. 
7— 155 — = 0. 


Еели найдем корни этого 
уравнения по алгебраической 
формуле, то получим числа, не 
очень много отличающиеся ©т 
найденных на чертеже: 


Черт. 42. 
1,5 ТЕ о З и т —- 
Е ав == Е 2 = Е у в? = НУ 
д = (3 4 И) = 2,3508...55, = Ч (3—И41) = —0,8508. 


Если случится, что прямая © параболой не пересекается, 
то уравнение не имеет вещественных корней; если же прямая 
коснется параболы, то уравнение имеет один корень, равный 
абециесе точки касания. 

Замечание. Так как вычерчивание параболы очень чаето 
требуется для графического решения квадратных уравнений, то 
для еокращения чертежной работы лучше всего заранее начер- 
тить возможно точнее на картоне параболу и затем вырезать ив 
него нараболическое лекало, которым можно пользоваться во мип- 


| 


гих случаях. На таком лекале иадо надписать, какая единица. 


влины была взята при вычерчивании параболы (напр. „за еди- 
ницу принят 1 см“). 
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#14. График функции у = 27 Подобно квадратному 
уравнению можно решаль графически и уравнение 3-Й степени. 
Для этого лучше всего заранее из картона изготовить лекало, 
представляющее собою простейшую кривую 3-й степени: у = 2%. 
Для вычерчивания этой кривой, конечно, надо предварительно 
составить таблицу значений функции у = 42 напр., такую: 


2 


Ре ПЕИТАТЕТ 215 31. 
у[у. 35. [81159, [27 |... 


Для отрицательных значе- 
ний 1; получатся те же чиела для 
у, только со знаком минус. По- 
строим теперь точки, соответ- 
ствующие взятым значениям 
фиу. Вследствие того, что 
ординалы у растут значительно 
быстрее абсцисс х, удобнее 
будет на чертеже взять для 
ординат единицу длины мень- 
шую, чем для абецисс. Напр., 


для ординат взят 1, см, а 7 и: 
для абециее 1 см (как у нас 2 


на чертеже), или еще лучше 
для ординат 1 см а для аб- 
сцисс 2 см. Тогда, конечно, 
кривая окажется сжатою в 
вертикальном направлении, 
218. Графическое ре- 
шение кубичного ура- 
внения. Пусть желаем ре- 
шить графическим путем ур. 1 
1 —З2-- 2 =0. Мы можем у 
поступить так же, как и при 
графическом решении квадр. 
уравнения ($ 216), а именно: или, построив график функции 
у==27—35--2, найти абециесы точек пересечения этого 
графика © осью х—0в или, представив уравнение в виде 
А. Киселен Алгебра. 18 


жж ор ва о в 


И М еб 


а 


28 =34— 2, построить графики двух функний: у, = лиф = 
— 35-2 и затем определить абсциссы точек пересечения этих 
двух графиеов. Выберем последний прием, как более удобный 
цля черчения. 
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Построим график функции у, = 22 тав, как было указано 
в предыдущем параграфе. 
График второй функции: 9 — 32-- 2 есть прямая линия, 
которую мы можем построить по 2 точкам, напр. таким: 1 = 
2 иж==— 2 = __ 4. Из чертежа видно, что эт& прямая 
пересекается © кривой в точке А, имеющей абеписсу 2, и ка- 
сается кривой в точке В, имеющей абеписсу— 1. Эти абециссы 
и бухут корни уравнения 12 = 31—®8, так кав при этих абецие- 
сах орхинаты кривой и прямой одни и те же. 
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ГЛАВА ТУ. 
Понятие об обратной функции. 


#19. Обратная функция. Положим нам дано уравнение: 


реа на 


Мы можем сказать, что это уравнение не только определяет 
у, как функцию от 2, но и, наоборот, определяет 2, как функ- 
ции от у хотя и неявным образом. Чтобы сделать эту функцию 
явной, решим данное уравнение относительно я, принимая у ва 


известное число: 
5 
=; д =УУ. 


Алгебраическое выражение, полученное для х после реше- 
ния уравнения, определяющего у, наз. функцией, обратной 
той, которая определяет у (последняя может быть названа пря- 


и 
мою функцией). Так, функция 5 = Уу обратна по отношению 
у = <^. Конечно, в обратной функции, полученной носле решения 
уравнения, мы должны принпмаль у за переменное независимое, 
& 2 за переменное зависимое. Ёели. как это принято, незави- 
симое переменное обозначим х, а зависимое у, то полученную 


3 
сейчас обратную функцию мы можем выразить так: уу = У= 
Значит, чтобы получить функцию, обратную данной (прямой), 
надо из уравнения, определяющего прямую функцию, найги д 
в зависимости от у и в полученном выражении заменить 9 ва 2, 
а 2 на у. Из этого следует, что график обратной функции дол- 
жен быть такой же, как и для прямой функции, только распо- 
хоженный относительно оси х—0в так, как график прямой функции 


расположен относительно оси у—ов. Мы сейчае это увидим от- 
3 
носительно обратной функции у = У*. 


З-_- 
и 
#20. График функции у = У». Составии таблицу чает- 
чых значений этой функции. Если мы будем задаваль для х 
произвольные численные значения, то, не умоя вычислять ку- 
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бичные корни из чисел, мы затруднимся найти соответетвуюнцые 
значения для 9. Напр. мы ве сумеем вычислить значение у, 
соответствующее 5 = 2. Чтобы избежать этого затруднения, © 
ставим предварительно таблицу значений для прямой функкия 
у = 27, а затем © помощью этой таблицы составим другую для 
обратной функции: 
Ут 
А 
О О о = | —2|.. | 
оО ВЕ 8 1... 


3 
Теперь составим таблину для обратной функции у = У», 
беря для х те значения, которые в первой таблице указаны для У; 


я наоборот: 
3 
7 


ние ес СИ ИИ ИИ 
О р 
у[0| 11| 1] 3). 121...|— 4 [-— 11 3) |— 21... 


Нанесем эти значения на чертеж и построим график, бега 
для оси у——0в з& единицу длины сантиметр, & для оеи 2—8 
золовину сантиметра. 
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Имея такой график, мы можем на нем находить приближен- 
ную величину кубичного корня из данного небольшого чнела, 


3 
Нусть, напр. требуется найти У 5. Для этого возьмем на оеи 
%=—0в абециссу 5 и найдем на кривой точку ЛМ, соответствую- 
щую этой абециссе. Ордината этой точки (приблизительно, 1, 7) н 


з,— 
будет приближенное значение У5. 


Упражнения. 
88 216—220. 
Решить графическим путем уравневия: 

58. =д-6 59. я+5—1=0 
60. я=22-[2 61. *—2—5=0 
62. *=2— 85 63. 7*—45—5=0 
64. 2=32-5 65. 2=12%—36 
66. 2--—4=0 67. 2-54 =0 
68. *—835--2 =0 69. 22—73 =0 


70. #--27—35-4=0 


Построить графикя обратных функций: 


71. у=Уза 72. у=У2е 


ГЛАВА \. 
Иррациональные уравнения. 


821. Задача. Периметр прямоугольного треугольника ра- 
вен 10 м, а один из его катетов составляет 2 м; найти две 
другие стороны этого треугольника. 

Обозначив другой катет буквою х, найдем, что гипотенуза 


должна равняться И 2-57 и, след., будем иметь уравнение: 


ОУ и 


Мы получили уравнение, в котором неизвестное вто- 
дит под знак радикала. Уравнения такого рода наз. ирра- 
циональными. Чтобы решить иррациональное уравнение, егс 
надо предварительно преобразовать так, чтобы оно не содержало 


тахих радикалов, или— как гозорят —пало оевободить уравяение 
от радикалов. Для этой цели перенссем все рационал ные члены 
в одну часть уравнения, оставив радикал в лругой части (уеди- 
аим радикал): 

Уз = 10 —2—ш=8—&. 


Теперь возвысим обе части уравнения в квадрат. Очевидно, 
что если мы равные числа возвысим в квадрат (или в какую- 
нибудь другую степень с одинаковым показателем), то и получим 
равные числа; поэтому знак равенства сохранится и после воз- 
вышения: 

4? = (8 — =} = 64—165-х. 


Уравнение это дает: 


В, _ бы 8 


Тогда гипотенуза будет: 


уз (= Уз чи 225 = 41289 = 
в 


— 17 — 41], 


Поверка: периметр = 2+8 г —- 4 = -+0, 


Подобным же образом можно освободить уравнение от ра- 
дикала какой-нибудь другой степени, если этот радикал тозьЕе 
один. 


Пример: 
Убил 
10—32 -- 21 = 17. 
„ыы 2 
10—17 =Узе- 21; 8 =УЗ2- 21; 27 = 312; а=2. 
Поверка: 
зы пы, 
10—У 3.2421 = 10 — У 27 = 10—83 =7. 


ЕТО = 


222. Посторонние решения. В двух приведенных нами 
примерах после освобождения уравнения от радикала, получалось 
уравнение 1-Й степени ий, след, оно давало только одно решение; 
но часто получается уравнение 2-й степени, дающее 2 решения. 
Приведем этому пример и кстати укажем на нем возможность 
появления посторонних решений. Заметим предварительно, 


что знаком у везде в приводимых намн примерах обозначается 
арифметическое значение корня. 


Пример: 
ИУ Е7—#=1 (1) 
Уединив радикал, возвысим обе части уравнения в квадрал: 


Ут =ж-1 (2) = жж -1 (3) 


Я-т—6 =0 (4) 

и. 1 ПАЯ О Е 
= тутте небе >: 
1 5 1 5 ° 


Подставляя эти числа на место х в данное уравнение (1), 
находим, что ему удовлетворяет только решение х, =2, а дру- 
гое решение для ур. (1) является поеторонним. Откуза же взя- 
лось это постороннее решение? Подставляя на место х чиела 
2 и —3 последовательно в уравнения (4), (З} и (2), мы замечаем, 
что оба числа удовлетворяют уравнениям (4) и (3), но уравне- 
нию (2) число —3 ве удовлетворяет. Значит, причину появления 
постороннего корня надо искаль в переходе от ур. (2) к ур. (3), 
а этот переход состоял в том, что мы возвыеили в квадрат обе 
части уравнения (2) и тогда получили ур. (3). Раеемотрим же 
подробнее, что происходит при возвышении частей уравнения 
в квадрат. 

223. Возвышение частей уравнения в одну и туже 
степень. Обозначим для краткости левую часть уравнения 
одною буквою А и правую его часть другою буквою В, так что 
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уравнение примет тогда вид: 4 = В. Возьмем теперь еще другое 
уравнение, а именно то, которое получится, когда у какой-нибудь 
части ур. А = В переменим знаки на противоположные. Такое 
уравнение будет А =-—В или, что все равно —А = В. Воз- 
высим теперь в квадрат 2 уравнения: 


д=В'’ аи лд=-В 0) 


После возвышения получим: 
48 = В и Е == (— в} = В. 


Мы видим таким образом, что одно и то же уравнекие по- 
лучаетея от возвышения в квадрат 2-х различных уравнений, а 
потому оно’ должно удовлетворяться и теми решениями, которые 
удовлетворяют ур. (1) и теми, которые удовлетворяют ур. (2). 
Это же можно видеть и иепосредетвенно из ур. 4? = В*, ебли 
преобразуем его так: 


= 4№—В=0 (4— В) (АВ =0. 


В этом преобразованном виде уравнение требует, чтобы про- 
изведение равнялось нулю. Но чтобы произведение равнялось 
нулю, йеобходимо и достаточно, чтобы какой-нибудь из сомножи- 
телей равнялся нулю; значит, последнее уравнение удовлетво- 
ряется и тогда, когда 4 — В =0, и тогда, когда А -|- В =0; 
т.-е. когда А = В и когда А = —В (или—4=ВБ). 

Конечно, решения последнего уравнения, удовлетворяя ур. 
А? = В, являютея посторонними для даниого уравнения 4 = В. 

В нашем примере нам пришлось возвысить в квадрат обе 
части уравнения: 


Уз +7 =1 
А В 
решение х = — 3, не удовлетворяя этому уравнению удовле- 
творяет другому: 
—Уз- 7 = 1-х. 


Не тольго при возвышении частей увавнения в квадрат, но 
и в какую-нибудь другую степень, могут получаться посторонние 
решения. 


= 
Пример: 
ЕВЕ 


Уединив радикал и возвысив части уравнения в четвертую 
етепень, получим; 
я—9 = 16; откуда: в аъ 


Ни одно из этих решений не удовлетворяет данному уравие- 
нию; оба они принадлежал ур. 


У де 


224. Освобождение уравнения от двух и болев 
квадратных радикалов. Решим уравнение: 


ИУ2#—4 — Уз 5 81 


Желая освободить уравнение от радикала У2+— 4, уедн- 
яиы этот радикал и возвысим обе части уравнения в квадрат: 
2% —4= 1-52 Уз 5 
х—10 =2Уз- 5 


Вторичное возвышение в квадрат дает: 
2 — 205 + 100 = 4%- 20; 2 —245 + 80 = 0; 
д = 12 У12— 80 = 12 У64 = 12-8; 
х, = 12-- 8 = 20; л, = 12—8 = 4. 


Число 20 удовлетворяет данному уравнению, а 4 не уде- 
влетворяет: 


И220—4—И 20 [5 = И 36 —И5Б = 6—5 1 
И2.4—4--У в =И4— У9=2—3=— 1, 
Заметим, что данное уравнение можно освободить от ради- 


валов и не уединяя радикал, а прямо возвыеив в квадрат части 
уравнения в том виде, вак они даны: 


25—441#45—2У (2 @15)=1. 


бык БК а О бы п 
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Мы получили таким образом уравнение © одним радикалом 
эт которого освободимея, как обыкновенно (те. уединив его пред: 
зарительно}; 

3% =3И (22 —4)(#-- 5); 94? = 4 (25° —42-- 105 — 20), 
957 — 827 — 24% -- 80 = 0; — 24% | 80 =0 


Положим теперь, что уравнение содержит более двух ква 
радикалов; напр. пусть оно содержит 3 радикала, которые для 
краткости мы обозначим так: Их УЪ и Ус Желая освободиться 
от Уд, вынесем этот радикал за скобки изо всех членов, где 
он находится, затем уединим его и возвысим обе чаети уравне- 


ная в квадрат; этим мы освободим уравнение от Уа и не вве 
дем никаких новых радикалов. Подобно этому освободим затем 


уравнение от УФ и далее от Ус. Если, напр. поступим тажи» 
образом, в уравнения: 


- Ив+Уа—Ую-ь 


то, заметив, что У аб = УзУр ай =УБУс, получим: 
Ув(УЪ--  =1 И 
а`-- 1-Е 2У5) = 1 &-+ У 
У (а —2У =1-&—4—а 
ь (4 4с — 8аУ с) = (1-- 6 — & —а} итд 
Замечание. Существуют способы освобождения уравнения 


эт какого угодно числа радикалов любой степени; мы ограни- 
чились указанием лишь самых простых случаев. 


Упражнения. 
8 224. 
освободить от радикалов следующие уравнения: 
73. 2—5 =Уз--1 14. 31 2Уг=5 
75. Уз#—5-|-4=5 76. БУз—Т=ЗИз 1 


17. ИЗ _—1=5И3245 
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(В последних двух примерах предварительно сделать при 
ведение подобных радикалов). 


718. У 25—2т2= 17 

79. 2--И169— 22—17 

80. У32-#=16—Ух 

81. Уз_7=Из1 о. 

82. Уз+-20—Уз—8—8=0 
83. Иа 1-4У т = 12 

84. 72 1—УЗа1=И 2—6 
85. Узр8—Уюрз=Ур 

86. Уз-ЕБ-НУз= 


ГЛАВА УТ. 
Системы уравнений второй степени 


#5. Нормальный вид уравнения второй степени 
двумя неизвестныхи. Полное уравнение 2-й степени с 9 н®- 
ззвестными 5х и у после раскрытия скобок, освобождения оз 
знаменателей (содержалцих неизвестные) и от радикалов и после 
приведения подобных членов, может содержать в себе тольдо 
члены следующих 6-ти видов: 


Члены 2-Й степени: Члены 1-й степени: 
содержащие 2 содержащие 5 

з у я у 

о 2 


в член 0-й степени, т-е. не содержащий вовсе неизвестного 
(свободный член). Перенеся все члены в левую часть уравнения, 
чы приведем его к такому нормальному виду: 


аз’ -- фу - су’ @е-- у --[=0, 
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сле коэффиниенты а, В, с, феи { данные чиела, положительнь 
или отрицательные; некоторые из них МОГУТ быть и нулями. 

296. Система двух уравнений, из которых ода 
первой степени, а другое второй. Пусть дана система 


27 — 47 + 39=1. .... УР. 2-й степени; 
2%— ч=..-. . ур. 1-й степени. 


® * * *. . 


Веего удобнее такую систему решить способом подет 
новки следующим путем. Из уравнения 1-й степени нахохи: 
у=2%— 1. Тогда ур. 2-й ст. дает: 

д — 4(2% — 1} 5-3(2—П=1 
22 — 4(49 — И 5-65 —3=1 
2 — 1627 -- 165 —4 | 2-- 65 —3—1=0. 
— 1527 | 285 —8=0; 1527 — 2851 8=0. 
„— 28-98 —&.15.8 _ 28-57589 — 480 _ зв у49, 


2.15 30 30 } 
Е _ 28 —7_ 8 
а В и. 


Поеле этого из уравнения у= 25 — 1 находим: 
1 


8 
у: =. == У =2.5 — 135. 


Таким образом данная система имеет две пары решений: 


8 

ия =1 1, лы 

) т 2) 1 
1 > =15 


Подобным путем всегда можно решить систему 2-х ур. е 
только одно уравнение 1-й степени, 

29". Система двух уравнений, из которых каж 
дос второй степени. Такая система вообще не разретиаетея 
элементарно, так как ее решение сводитея к решению полног 
уравнения 4-Й степени, а такие уравнения в элементарной алге- 
бре не рассматриваются. Но в некоторых частных случаях можи 
указать элементарное решение. 
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Пример: 
ха, ху =5. 
Если 5-|=0, то х=|-=0 и у=|--0. Поэтому мы можем обе 
части второго уравнения разделить на 2, отчего получим: 
ь 
у=—. 


Тогда первое уравнение дает: 
я -- Ед 
2" чы 
Умножив обе чаети на я’, найдем: 
я-а. я — я И=0. 


Решив это биквадралное уравнение, найдем для х четыре 
значения. Вставив каждое из них в формулу, выведенную вые 
пля у, найдем четыре соответствующих значения для у. 

Подобным же образом решается и система: 


Яя—у=а, у =6. 


228. Графичеекий сиесоб решения. Начертив гра 
фики каждого из данных уравнений (при помощи таблиц част- 
ных значений 5 и 9) находят приблизительно величины коорда- 
нат точек пересечения этих графиков; это и будут приближенные 
корни уравнений. 


Пример: ') Решить систему: 
у=х —8ж-{- 2 (1). 
2—2? — 3 (2) 


Составим таблицу частных значений % и у для урав- 
нения (1): 


') Этот пример взят из „Эс Воо! &1реЪга Ъу М. Е. Рафегвоел, та 
заНтоп. Охота, 1910". к 
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и таблицу частных значений для ур. (2): 
| 3] 
1 


1. 
х. ое | 5 | 15. 


№: > 
д —3| —1 ‚5 29 | 


РЕНА. 

ВЕНЕ ЕЕ 
НЕЕ 
ЕЕ ЕЕЕЕНЕЕЕЕЕЕЕЕНЕЕЯ 
НЕ ЕН 
ЕЕК ЕЕНЕЕЕЕЕЕНЕЕНЕ 
ЕН 
РЫНКЕ ЕНЕВЕЕНЕЕЕН 
БЕН 
РЕЕРЕЕННЕЕЕЕЕЕАЕНАЕННЕ 


Графики пересекаются в двух точках, координаты котор 
приблизительно будут: = 0,3, у=1,3 и #=2,8, у = 1,6. 

Можно найти координаты точек пересечения точнее, е 
яачертим в более широком масштабе те части графиков, котор 
яежат около точек пересечения. Заметив, что абсциесы точа 
пересечения лежал: одна между О и 1, другая между 8 из 
что ординаты их заключены между 1 и 2, составим та 
таблицы: 
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Для уравнения (1): 
#| 0,1] 0,21 0,3] 0,4, 0,5: 0,6] 
у [1,71.1,44]1.19:0,96]0,7510.56] 
Для уравнения (2): 
у | | 1.2] 
#| —0,58| —0,12] 


1,8] 
0,38] 


0 


| 2,4] 2.5] 2,6] 2,7! 2,8] 2,9] 8 
[0,5610.75] 0961191 АЕ 2 


1] 
.92 


1.5] 
1,50] 


1.6] 
2,12 


2 


Теперь нанесем эти значения на чертеж: 


НЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕНЕЕЕЕЗАРЕНААЯ 
В ве пом ны Па 
д ре О и АРК ОА 
ВЕ Ето Ты САРАЕ 
Ом ЕО т 8 ТЫ а 
НЕЕЕЕНЕНЕ а ЗЕЕ 

Иная 97 селе 

О РАЕЕЕЕЕЕНЕНЕВЕННЕЕЕА 

ОЕ АЕЕГ НЕЕЕАРЕННЕН 

Н- НвелЕе ННЕНЕЕНЕН Е 
НЕ 

Е НЕЕ 
НЕРЕЕЕЕКЕНЕНЕРЕНЕНСНЕЕН 

НЕРЕЕНЕАЕН ЗАВыЕ В РЕЯ 

Да у ее р И 

НЕЕРЕНЕНАЕ НАНЕНЫ а] 

Г РЕНЕЕННЕЕВ Е ИИ 
ЕЛЕ Вана За 

га Па а О И О 

ПО С ИИ ПРОГ 
ЕЕ ПанааЕ 
атемаегеРееы 
писинассвиам 
имееют 

реа 


Черт. 41. 


Из такого чертежа координаты точек пересечения, вопечяе, 


могут быть определены точнее, 


Упражнения. 
88 225—224. 
Рентить системы уравнений: ” 
87. хру=11 88. ху=3 
89. ту=а 90. я =98 
5 В я—у=8 


— 
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91. 2—/=146 92. а? у=20 

1—у=6 Иа 
У во 

93. я-Гу’ = 34 94. 2% 3у=14 
х-у=8 47-5’ = 84 

95. 5224-34? =30752 96. 32-2? =818 
9—5 =424 711—4у=11 

97. 22| —2у-1=0 98. 2--2у--у—25—у—5=0 
ЗУ =1 хру=3 

99, ту =6Б 10 уму 

8 #28. 


Решить графическим путем системы: 


101. = =3у 102. х=З—2у-1 10%. = 
у—3х=0 Зу—4а-5=0 =4%—2 


ОТДЕЛ Хх. 
ПРОГРЕССИИ. 


ГЛАВА Г 
Арифметическая прогрессия. 


279. Задача. Рабочему поручили выкопать Колодезь ны 
условились платить ему за первый аршин глубины 60 коп. 
за второй—75 коп. и т. д. увеличивая плату за каждый еле- 
Аующий аршин на 15 коп. Сколько уплатили рабочему, если коло- 
девь был вырыт им в 10 аршин глубины? 


Для решения задачи надо найти сумму 10 чисел таких: 
80 -- 75 -- 90 | 105 + 120 -- 135 -- 150 + 165 -- 180 -+ 195 


Сумму эту мы можем найти проще, чем обыкновенным ело- 
жением, Обозначив ее буквою $, напишем две такне строки: 


8=60 -- 75 -- 90 -|- 105 -- 120 -{ 135 - 150 -- 165 + 180 + 
+ 195 

$=195 - 180 -|- 165 -- 150 -- 135-120 105 {- 90-754 
-- 60 

Вторую строку мы написали, переставив слагаемые первой 


строБи в обратном порядке, отчего, конечно, сумма не изменнлась. 
Сложки теневь все числа, стоящие друг под другом: 


28=255 255-255 -- 255 | 255 -|- 255 4 255 4255 [- 
-- 255 +1 255. 


А. Киселев. Алгебра. 19 


—% 0 
т.-@ 
905—955. 109550 
ий след. 
579 =1215. 


Таким образом, за всю работу пришлось заплатить 1275 к. 

В этой задаче нам пришлось иметь дело с рядом чисел, 
последовательно возрастающих на одно и то же число. Подобные 
ряды носят 060б0е название „ирогрессий“. Рассмотрим их и9- 
дробнее. 

230. Определение. Ариметичеекой прогрессией наз. такой 
ряд чисел, в котором каждое число, начиная со второго, равняется 
предыдущему, сложенному © одним и тем же постоянным лая 
этого ряда чнелем (положительным иля отрицательным). 


Так два ряда чисел: 
10, 14, 18, 22, 26, 80, 84, 38, 42, 46; 
6, 4, 2, 0, —2 —4, — 6; 


составляют арифметические прогрессии, так как в них каждое 
число, начиная со второго, равно предыдущему числу, сложенному 
зв перзом ряду © числом 4, а во втором © числон— 9. Числа, 
составляющие прогрессию, наз. ее членами, их число может 
быть произвольное. Положительное или отрицательное чиело, кэ- 
торое надо прибавить к предыдущему члену, чтобы получить по- 
следующий, наз. разностью прогрессии. В первой из двух 
приведенных нами прогресенй разность равна 4, во второй она 
есть—=2. | 

Прогреесия наз. возрастающею или убывающею, 
смотря по тому, увеличиваются ли ее члены от начала ряда, ила 
уменьшаются; разность возрастающей прогрессии есть число во 
зожительное, а убывающей отрицательное. 

Для обозначения того, что ряд представляет собою арифме- 


тическую прогрессию, иногда ставят в начале ряда знак —- 


Обыкновенно принято обозначать: первый член а последняй 1, 
равчость 4, число всех членов ® и сумму на 5. 


А ны 


оо — 


231. Теорема. Беякий член арифметической прогрессан. 
начиная 0 второго, равен первому ее члену, сложенному с про- 
изведением разности прогрессии на чиело всех членов, стоящих 
перед спределяемым членом. 

Пуеть имеем прогрессию: 

—а, 6, ©, 0...Ё, 1, (разность 4). 

Тогда, согласно определению ар. прогресени, мы должыз» 

#мОТЬ: 

2-й член 0, имеющий перед собою 1 чл. =а-- а 
„ 2 в. = Ь -- а =8@ -- 243 
4-й „9 я ‘о 9) = а=а+ 34 


© 
} 
= 
< 
Я 
з 


. > * з . - . . * . . + . * . . » ® * ° 


Этот закон обладаег общностью, потому что, переходя от 
канотго-нибудь чдена к следующему, мы должны каждый раз 
< одной стороны прибавить 1 раз разность, а © другой сторовы 
увеличить на 1 число предшествующих членов. Таким образом, 
напр. 10-й член окажется а -|- 94, 15-й член а-- 144, вообще 
зл-й член должен быть а--@ (и — 1). 

/ Полезно заметить, что иоследний член прогрессии 

Травен первому ее члену сложенному с произведе- 
нием разности прогрессии па число всех членов, 
уменьшенное на 1, т. е. 1=а-@а (п— 1), 


Примеры. 


1; Найти 10-й член прогреесии: — 60, 75, 90.... 


Так как разноеть этой прогрессии равна 15, то 10-Й член 
будет 60 — 15.9=195 (ем. задачу 8 229). 
2) Найти 12-й член прогрессии: — 40, 37, 34.... 
Так как разность здесь равна—8, то 12-й член должен 
быты 40 (—3).11 =40 —88=7. 
19% 
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239. Следетвие. Арифмет. прогрессию, у которой первый 
чзен есть а, разность @ и число членов 7, можно изобразить так: 
-а, ата, а 83а, а-[ 34.... а-а(п—\1). 


293. Лемма. Сумма двух членов арифм. прогреесии, равво- 
отетьищих от концов ее, равна сумме крайних. 

Для доказательства заметим предварительно, что если про 
грессию: 


-а, В с.... 6 № 1 (равность @) 
напии!ем с конца: 
4..6 Ва 


то нолучим тоже прогресеию, но разность теперь будет не 4, кая 
в мервой, а — 4. 


Поэтому мы можем написать: 
2-в чл. от начала 6=в--а 
2-й чл. от конца &=1— а 
Значит, 
6 &=(@а- а) +@—@=а--1 
Подобно этому: 
3-й чл. от пачала с=а-- 24 
3-й чл. от конца $=1— 24 
Значит, 
е-:=(а- 24 + @— 2а)=а-ь 
Пообще: 
п-й чл. от начала =в--@а (т— 1) 
‚ „ от конца =2—@ (т— 1) 
п нотому их сумма равна а-- В т.-е. сумме крайних членов. 


224. Теорема. Сумиа всех членов ар. прогрессии рава 
золуеуиме крайних ее членов, умнвоженной на число всех чдекол. 


= 


Для доказательства сложим два такие равенстза: 


Тогда получим: 


28= (НОО 9-Е... +а+ а). 


т.-г. 
28=(@- 0 + (@--0--@--о-... [п раз] 

или: 28=(8--1 ®; 

откуда: ве ОН, 


ы 


Так, в задаче 8 229 для суммы 3 по этой формуле ига 
изхили бы 
[(60 -|- 195)10|:2=2550:2= 1275 


Пример 1Т. Найти сумму натуральных чнеел от 1 до и 
включительно. 

Ряд; 1, 2, 3....в предетавляет собою ар. прогреесию, у 
воторой первый член 1, разность 1, число членов в п послелннй 
член тоже я; поэтому: 


Ве В 


"+ Ь 
2 ? 


Тав; 
6+1) 
Е = Пе 5 Мы 
о В а 
Нример 3. Найти сумму первых я нечетных чисел, 
Рад Г. 35° вов ар. прогреесия, у которой а=1 в 
4=2. Еели возьмем п членов, то поеледний член будет 


ее м 
Поэтому: 
- п -+ (2, — уъ 2 
= = == М 


"Так: 


а и. 


к 204.9 


Это свойство суммы нечетных чисел очень наглядно кыра- 
жазтся чертежом 48, который составлен так: к ввадрату (внизу, 
слева) приставлены 3 таких же квадрата 
(1 сверху, 1 сбоку и 1 в верхнем утлу); в 
этим квадратам приетавлены еще 5 ква- 
дратов (2 сверху, 2 сбоку и Е в верх- 
нем правом углу). В ним далее проложены 
7 квадратов, потом 9 квадратов и т. А. 
'Гогда очевидно, что 


те Ч Е =>) 
ов 


Пример $. Найта сумму 10 членов прогрессии: 
а о 


Здесь а=3, @= —1/; поэтому 10-й член будет 8 —'/,.9= — т 
и потому искомая сумма равна: 

[3+ (— 1, 10 _1/,.10 у 

Е = 


О] 2 


=ы га 


Поверкя: 


Зо, а Пр-т о 1 =, 


935. Замечание. Если т, ® и р будут какие-нибудь тра 
рядом стоящих члена ар. прогрессии, у которой разность равна 4, то 


п=жт-- 4 
= 
п=р — &; 
Слежив эти два равенства, найден: 
21=т-- 2 
откуда: 
т + р 
и = Я 


Таким образом: из трех рядом стоящих членов ар. 
прогрессин средний член равен среднему арифхе- 
тическому двух крайних. 

286. Задача. Найти чиело членов прогреесия, у которой 
первый член 7, разность — 2 и сумма всех членов 12. 


Для 5 чисел: а, 0) Ь и и $ мы имеем 2 уравнения: 


1) [=а-1-4(%—1и2) = А. 


Эти два уравнения позволяют найти 2 из 5-и чисел, если 
$ из них даны. В нашей задаче даны: 


Я, Ч --2 и =, 
остаются неизвестными [и и. Подставив в уравнения заданные 


числа, получим: 
1=7— 2(и— =9— 2; 


(1-2 
12=- и =: 


е- 


9 (8 и) 


Откуда: 


т’ — 81 | 12 =0, 
п=4-2И16 —12=4-2 
п, =6, 


#—— 


Задача получает 2 ответа: чиело членов или 6, или 2. И 
действительно, 2 прогрессии: 


Е 3 


-7, 5 


имеют одну и ту же сумму 12. 


— 296 — 


Добавление. 


231. Нахождение суммы квадратов чисел нату- 
рального ряда. При решении некоторых математических во- 
нроеов приходится пользоваться не только формулою, ошреде- 
ляющею сумму чисел натурального ряда ($ 284. пример 1), во 
я формулою, определяющую сумму квадратов этих часе. 
Формула эта следующая: 


Раз. 
что можяо написать и так; 


Е в( Е 2) (За + т” 


6 
Напр. 
О 14. 
рее 02 м За ар итд 


5 


Фориулу эту можно доказать следующим образом. Возьмем и 
теждественвых равенств: 
Е к 
ее Не АЕ 
48 = (8 + ЗЕ и 
(ЕЕ 3.18. 


Сложим все эти тождества. Тогда 2% стоящее в левой части 
первого равенства, сократится с 2% стоящим в правой часты 
второго равенства, 3° в левой части второго равенства сокод- 
титея © 3 в правой части третьего равенства и т. д. После 


сокращения получим: 


(#1 = 4-3 (1 274-8*...-®) -За 2+3... 9-я 
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Обезначив ‘для краткоети: 
РЕЗ... + =8, 
"23-4. =5, 


#1 =11-38, + 35 +; 


(и--—1-п 3-32 
и а 
Но и? -|- Зи 20 = 8 2 и? (в -- 2) Е л(я-{- 2) = 
=(®--2) (2 --п)=п (и--1) (#2) 


мы будем иметь 


откуда: 


поэтому: 
Ве е+ с 
Из равенства: 
п (з + 1) 

б=—5— 

находим: 
в (в =39, 

След. 


25, (в +2) (а 2) 2и +1 
За [Ве |] оз 


Формулу эту можно еще представить так: 


5 т (п -- 1). 2 +1 (И (® у. 
Пе 


238. Другой прием доказательства той зе фор- 
мулы. Предположим, что формула, Боторую мы желаем длока- 
зать, верна для некоторого определенного чиела я квадратов: 
Докажем, что тотда она будет верна и дая в 11 квадратов. 
Итак, допустим, что равенство: 


Зи" +У 


зерно для некоторого ». Тогда должно быть верно и следующее 
равенство: 


Е рН О а 
Ще) НТ -- 6 1). _ ОО 094641] 
= 6 Бы 6 
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Быраженце, стоящее в скобках [ }, равно: 


2? дир 6 = 2% + 4и-- 38-6 =2м (и 2) 3 #2) = 
== +2) @®--)=@-2) Ри 3} 


След. 
2: 92 оо 2 эз_ (8-1 (и +2) [8 и- ЭЦ 
г о 


Получилась таким образом формула, составленная по тему 
же закону, какой мы предположили верным для ® ввалратов. 
Значит, если эта формула верна для и квадратов, то она должна 
быть верна и для и-- 1 квадралов. Но для 3-х квадратов, Езк 
мы видели по проверке, эта формула верна; след, по доказанному 
сейчас, она должна быть верна и для 8-1, т.е. для 4 квадратов; 
а если она верва для 4-х квадратов, то должна, быть верна, со- 
гласно доказанному, и для 4--1, т.-е. для 5 квадратов, а если 
для 5-ти, то и для 6-ти и т. д. и т. д; значит, формула верна 
для какого угодно чиела квадратов. 

Доказательство это называется „локазательством от ® у 
п-|- 1“ *). В предыдущих главах этего учебника неоднекратео 
представлялся случай применить такое доказательство; напр. 
при выводе формулы квадрата многочлена, & 159, или формулы 
дня любого члена прогрессии, 8 231. Мы этого не делали только 
Ради простоты изложеквия. 


Упражнения. 
$8 280—235. 


+. Найти 30-й член прогрессии -- 3 1. 


о Найти 15-й член ар. прогресеии, У БОТ. первый члев 
130 м разность—3. 


3. Сколько членов надо взять в прогрессии ^^ 4. 8,.-% 


чтобы сумма их равнялась 112. 
4. Найти 3 стороны прямоугольного тр-ка, которые е9ст8- 
вляхи бы арифм. прогрессию © разностью 25. 


>) Или «математической нидукцией», также «совершениой ндухциейь 
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5. Некто уплатил евой долг в 495 руб, уплатив в 1-5 раз 
Е2 руб.. затем 15 руб., далее 18 руб. и т. д. увеличивая каж- 
дый платеж на 3 руб. Цак велика была последняя уплата и 
сколько было всех уплат? 

6. Разделить 87 на части, которые образовали бы арифм. 
прогреесию © первым членом 7 и с разностью 8. Найти по- 
следний член. 

7. А проезжает в каждый лень по 40 верст; ВБ, отира- 
вившись вместе с А по одному направлению, проезжает в пер- 
вый день 20 верет, во второй 28, в третий 36 ит, д. Через 
сколько дней В догонит 4? 

8. Найти первый член ар. прогрессии, если сумма первых 
трех ее членов равна 7'/, и разность есть 1*/.. 

9. Найти 3 числа, составляющие арифм. прогрессию, такие, 
чтобы 1-е число относилось к 8-му, как 5:9, и чтобы их сумма 
равнялась 63. 

10. Велосипедисту предетоит проехать 250 клм. Он огпра- 
вляется © некоторою скоростью, но мало-по-малу уменьотает свой 
ход на 500 м в час. Зная, что в последний час он проехал 
10 клм, определить продолжительность всей поездки и скорость 
движения в первый чае. 

11. Найти разность прогрессив, если первый член равен 1, 
последний 15 и чиело членов 22. 

12. Сколько надо взить чисел натурального ряда, начявая 
с 1, чтобы сумма их составила чиело 43 

13. Найти число членов ар. прогрессии, которой разность 
есть—12, последний член 15 и сумма всех членов 458. 

14. Найти сумму квадратов первых 10-ти натуральных 
чисел. 

15. Найти сумму квадратов 30-ти чисел натурального ряда, 
начиная с 5-ти (т-е. сумму 56° ....). 

16. Сколько ударов сделают часы за сутки, если они отби- 
вают целые часы и каждые полчаса? 

17. Тело, свободно падая с некоторой высоты, проходит 
в первую секунду приблизительно 4,9 метра, а в каждую сле- 
дующую секунду на 8,9 м больше. С какой высоты унало тело, 
если падение продолжалось 10 секунд? 
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ГЛАВА П. 


Геометрическая прогрессия. 


239. задача. Говорят, что Индийский принц Сирам пред- 
ложил изобретателю шахматной игры просить у него награду, 
какую он хочет. Тот попросил, чтобы ему дали за первый ква- 
драт шахматной доски 1 шиеничное зерно, за второй квадрат 
2 верна, за третий 4 и т. д, увеличивая вдвое за каждый из 
следующих квадратов. Принц соглаеилея. Но когда нодечитали 
количество пшеницы, которое следует выдать за вее 64 квадрала 
кахыатной доски, то оказалось, что награда в этом размере не 
хожет быть выдана по недостатку пшеницы. Сколько ‘же верен 
пришлось бы выдать изобретателю? ! 

Количество зерен, которые надлежало бы выдать за все 64 
«вадрата, равно сумме $ следующего ряда чисел: 


Е о о Ир 


Мы можем найти эту сумму так. Умножим обе части на- 
писанвого равенства на 2: 


бо 79 50% ОФ СОСТ 


Теперь вычтем из второго равенства первое; тогда получим: 


ее - 


Значит, придется вычиелить степень 2% что можно сделать 
или последовательным умножением на 2 по формуле: 


Е. О а ИЕ (64 множителя) 


или по формуле: 
98 — [ (ОР = {65536}. 


Окончательное число зерен будет: 
5 = 2% — ] =18446744073709551615 
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В этой задаче мы имеем дело © рядом чисел, из которых 
каждое, начиная со Бторого, равно предыдущему числу, умно- 
Жонному на одно и то же число. Такие ряды чисел называются 
геометрическими прогрессиями. Рассмотрим их по- 
дробнее. 

#40. Определение. Геометрической прогреесией назы- 
зается такой ряд чисел, в котором каждое число, начиная ео 
зторого, равннетея предшествующему, умноженному нэ олно ито 
же число, поетоянное для этого ряда, Так, три ряда: 


2:4, В, 16, о вы =. 
8,—16, 32,—64, 128—256, 512; 
20, 10, 5, |. т ы В ЕЕ 


составляют геометрические прогрессии, потому что в этих рядах 
каждое число, начиная ©0 второго, получается из предшествую- 
щего умножением: в первом ряду на 2, во втором на —2 ив 
третьем на 1/. 

Для обозначения того, что данный ряд есть прогресеня гео- 
метрическая, иногда ставят в ‚начале его знак:-::. 

Как и в арифметической прогрессии, числа, составляющие 
геометрическую прогрессию, наз. ее членами; число, на которое 
надо умножить предыдущий член, чтобы получить последующий, 
называется внаменателем прогрессии, С 

Прогрессия называется возрастаю щею или убываю- 
щею, смотря по тому, увеличивается ли, или уменьшается аб- 
солютная величина членов прогрессии по мере удаления 
от начала ряда; так, из трех указанных выше прогрессий, пер- 
вая и вторая — возрастающие, а третья—убывающая. В возра- 
стающей прогрессии абсолютная величина знаменалеля больше Г 
в убывающей она меньше 1. 

Обыкновенно знаменателя прогрессии обозначают буквою д, 
а члены, число их и сумму обозначают также, как это принато 
для арифметической прогресени, т.е. а, В с... | (последний 
член), м и $5. 

241. Сравнение геометрической прогрессии сари - 
метической. В арифметической прогрессии разность двух ря- 
дом стоящих членов остается одна и та же, вследствие чего 


= Вр 


члены ее, начиная от начала ряда, воврастахот или убырают 
равномерно. Посмотрим, какова будет разноеть двух рилом 
стояшиах членов в прогреесии геометрической: 

г а рая с . (знам. 4) 


Из определения прогрессии следует: $=99, е=64, @=94... 
мт. д, след: 
$ —а=ад—в=е 9—1) 
е—6=М-—В=8 9—1 
а—с=в—с=е @—® 


. . . . . * ` 


Положим, что взятая прогрессия возрастающая и члены 8 
золожительные; тогда 
бе 
поэтому и 
ыы с(а—1)< ---. 
с.-е. 
р а<е—в<а— с... 


Мы видим, таким образом, что в возрастающей гео- 
метрической прогрессии с положительными \ч46- 
нами разность двух рядом стоящих членов увфли- 
чивается по мере удаления от начала ряда, след- 
ствие чего члены такой прогрессии, по мере их ее от 


зачала ряда, возрастают все быстрее и быстрее. } 


Прогрессия арифметическоя, Прогрессия геометрическва 
Черт. 49. 
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На чертеже наглядно изображен рост членов прогреесий 
арифметической и геометрической (члены выражены орлинатамя). 

з4*. Теорема. Веякий член геометрической прогрезеил, 
изчиная с0 второго, равен первому ее члену, умноженному из 
такую стелень знаменателя прогревсии, у которой показатель ра- 
вен числу членов, предшеетвующих определяемому. 

Действительно, по определению геометрической прогреесьи 


8, 6, с.. К, 1 (знам. 9) мы будем иметь: 


2-й член, имеющий перед собою 1 чл.= =а4 
№. $ х = И 
4-й 3 з ” з З „» =64 ТЫ 


. . . . - . * . - * . * ` - . - . - . 


Этот закон обладает общностью, так как, переходя от какого 
нибудь члена к последующему, мы должны увеличить на 1 чиело 
предшествующих членов и вместе с тем умножить еще 1 раз на 
внименателя прогрессии. 

Таким образом, 10-Й член прогрессии равен а’, вообще 
т-Н член равен 24” " В частности, последний член 1, которому 
предлествует ®— 1 членов, выразится формулой: 


=: 


Нример 1. Найти 6-й член прогреесии =: 3,12... 

Зваменатель такой прогрессии есть 12:3 =4; поэтому 6-й 
член = 3.45 = 3072. 

Нример 3. Найти 10-й член прогрессии -::- 20,10.. Тан 
как знаменатель этой прогреесии равен 10: 20=1/, то 10-й 
член = 20 . (|, =20 . 1/2 =5/91 =] 

замечание. Г еометрическую прогрессию, у которой перЕый 
член есть 4, знаменатель 9 и число всех членов и, можно взэ- 
браяхть так: 

=: 9, 658, 00-х БЕ 


243. Теорема. Сумма всех 


‚членов геометрической прогрессии 
выражается формулой: 


11—а 
г. 
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т.-е. она равна дроби, у которей чиелитель есть разность между 
-ипрокзведением последнего члена ва знаменателя прогрессии и пер- 


вым ее членом, а знаменатель веть разноеть между знаменателем 
прогревехн ин единицей. 


Для доказалельства умножим обе части равенства: 
=а-Н ет... .. Е 

на 9: тогда, заметив, что 4 =6, б9=с ит. д, мы 
за=ь Не-а... ЕЮ. 


Вычтя из второго равенетва первое, находим: 


получим: 


89 —8=4 — а, т-е. 9—1} 3=9 — а. 


Разделив на 9 — 1, получим: 
ч—@. 
9—1 


Замечание. Для прогрееспи убывающей, для которой 
0 < аид< 1, формуле этой лучше придать иной вил, 


ОЕ 


умножив 
чиелителя и знаменателя дроби на — Е: 
в. 
== 
Пример: Найти сумму 8-и членов прогрессии, у которой 
и 
Тегда ; 
=. (= 
и 
АУ. 1— (* _ 3280. 
Ее АА 3 287 


244. Задача. Найти первый член @ и последний члев 1 
прогресени, у которой (=3, в=5 ин $=242. 


за уравнения, выведенные наии: 


ыы 9—-а атч-а а 
а И 


9—1 1 ап 
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содержат в себе 5 чисел и потому позволяют по данным 5 из. 
них найти остальные. В нашей задаче неизвестны аи |, аданы 
9, п и $. Нодставив эти три данные числа во второе уравнение, 
кайдем: 


откуда: 
а= 242: 121=9. 
Тенерь находим: 
о о СВ 41:57 


Значит, прогреесия будет: 
--2, 6, 18, 54, 162. 
Поверка: 2-6 -- 18+ 54 -- 162 —242. 


#45. Замечание 1. Пусть т, пи Ф будуг три рядов 
стоящих члена геометрической прогрессии; тогда 


® — то ип = 


Перемножив эти два равенства, получим: 


"’=тр; откуда: в=И тр 


Таким образом, из каждых трех рядом стоящих 
членов. геометрической прогрессии средняя равен 
среднему геометрическому двух крайних. Напр., 
в прогрессии: 2, 6, 18, 54... член 6 есть среднее геометри- 
ческое 2-х и 18-ти, член 18 есть среднее геометрическое 6-и и 
54-х ити 

246. Замечание 2. Среднее аризметическое двух нора 
ных положительных чисел больше их среднего геометрического 
Так, среднее арифметическое чисел 9 и 15 равно 10, тогда 
как их среднее геометрическое составляет 6. Вообще, если диь бу- 
Хут два каких-нибудь числа, то их ереднее арифметическое равно 

= 


е-+6 / Е. 
“о, а среднее геометрическое ость И ар. Найдом их разность: 


а-ь и ве (М ЬьМ 
Ра г 


А Кыселев Алгебра 
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Если а и Ь числа положительные и а не равно 6, то правая часть 
последнего равенства есть чиело положительное; следовательно, 
а левая часть равенства—чиело положительное; а это означает, 


что 


т: > Иж. 


ГЛАВА Ш. 


Бесконечная геометрическая прогрессия. 


244. Еели ряд чисел, составляющих прогрессию, предпола 
гается продолженным без конца, то прогреееия наз. бее 
конечной. 

Теорема 1. Абеолютная величина членов бесконечной в03 
ростающей геометрической прогреввин, при достаточном удалений 
их от начала ряда, может еделатьея больше любого ханного чи 
сла (как бы велико оно ни было). 

Пусть а есть абсолютная величина первого члена и 4 а 
солютная величина знаменателя геом. прогрессии; тогда абсолют 
ные величины членов прогрессив выразатся так: 


-@, 29, 01 а". в 


Если прогрессия возрастающая, то д >> 1. Докажем, что пр 
этом условии произведение 44” при достаточном возрастании | 
может сделалься больше любого данного чиела 4, как бы вели! 
этю число ни было. Для этого возьмем равенство, выражающе 
сумму первых я членов прогрессии: 

зи ад" — а 


а-- аа -- 9 -г ...- 49" = 


и выведем из него следующее следствие. 


Так как 9 > |, то каждое слагаемое этой суммы, начина 
со второго, больше а, & потому вся сумма больше а, новтора 
ного я раз, т. е. больше ай; значит: 
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Умножив обе части этого неравенства на положительное 
Число 9—1, мы не изменим знака неравенства ($ 50, 6); поэтому: 


24” —а > ап (9—1); 
след. 


94” > ап (а— 1 -а. 


Чтобы произведение @4” сделалось больше числа А, доста- 
точно взять целое число п настолько большим, чтобы удовлетво- 
рялось неравенство: 


#@—Питера, ’, (1) 


которое мы можем преобразовать так (отняв от обеих его частей 
но аи разделив затем обе части на а и на И--Ё): 


9—1 > Аа (2) 
4 —п 
вел - > 


Так как прогрессия бесконечная, то число я мы можем уве- 
личиваль неограниченно; значит, мы всегда можем для п взять 
настолько большое значение, что оно будет удовлетворять нера- 
венству (3), как бы велика ви была его правая часть. Но в та- 
ком случае это значение удовлетворит ($ 50, 6 и 3) и неравен- 
ствам (2) и (1), птогда член а4” сделается больше данного числа А. 


Если, вапр., прогресеия будет такая: 
А, (Аи 


и мы возьмем А—1000, то тогда неравенство (3) дает: 
999 
в 1(12—1)› Т.-6. #3 05=4995. 


Значит, все члены, начиная © 4996-го, окажутся во веякон 
елучае ббльшими 1000. 

248. Теорема 2. Дбеолютная величина членов бесконение? 
Убывающей геомстричеекой прогрессии, пря достаточном удалена 
х от начаза ряда, может сделаться меньше яЮбого данного чкоа 
{как бы мало оио не было). 
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Пусть попрежнему абсолютная величина членов прогрес> 
сян будет: 


.. — ® 
:- 0, @7, 90`,.-.-@@.. 


Докажем, что если эта прогрессия убывающая, те. если 
4 < Ъ то при неограниченном возрастании числа я произведение 
#4" может еделаться меньше любого данного числа В, как бы 
мало это число ни было. Для этого возьмем вспомогательную 
прогрессию: 


у которой знаменатель равен дроби '/9. 


Так как 9 < 1, то дробь '/4 болыше 1, и потому эта про- 
гресеия возрастающая. По доказанному в предыдущем параграфе, 
члеи этой прогрессии !/9”* при достаточно ‚ болышом и может 


сделаться большим любого данного числа А, как бы велико это 
число не было. Возьмем 


за А число '/в. Тогда 


при достаточно боль- 
шом п мы будем иметь 
‚ неравенство: 
1 1 
аа” > В’ 
Так как у двух 
Г дробей, составляющих 


части этого неравен- 

Черт. 50. ства, числители одина- 

ковы, то у ббльшей 

хроби должен быть меньший знаменатель; значит, а" < В; что 

и требовалось доказаль. Черт. 50 натлядно предстакляет убывание 

величины членов геометрической прогрессии: ‚ординаты, убывая, 

приближаются все ближе и ближе к оси абциес (никогда ее 
однако не достигая). 

249. Предел суммы членов бесконечно убываю- 

ней геометричезкой прогрессии. Возьмем такую беево- 


нечную прогреесию: ро 
.. | 1 1 
1, 193 и [ы ен 


Станем находить суммы первых двух, трех, четырех и т. д, 
членов этой прогрессии: 


ТЫ ПР ТУ Ид 


Мы замечаем, что ‘по мере того, как увеличиваетея число 
членов прогрессии, сумма их вее возрастает и приближается 
к числу 2 таким образом, что разность между этим чиелом и 
суммою может сделаться как угодно малой. В самое деле, когда 
мы еложим только 2 члена, то получим 1'/; значит, до 2-х не- 
достает '/; когда при- о 
ложим 9-Й член, то 
получим 1°/ и до 2-х 
будет недоставать '/, Ам, 

(Черт, Эр Ноа В а = 
р 


птеоемеонет тени ведонитиомь ое ль 


. 


1+ , 


О 

п 

т Н 

—- ее а 
} з 

с 

ъ 

` 


ложим еще 4-й член, | Е в“ т 
получим Г и ло 2-х 
Черт. 51 


будет недоставать '/; 
далее до 2-х будет 
недоставать 1) '/|» и и т. д. Так как эти дроби могут, оче- 
видно, сделаться меньшими лтобого данного  чиела, как бы мало 
оно ни было, то число 2 можно назвать пределом, к которому 
стремится сумма членов взатой нами прогрессии, когда число е= 
чзенов увеличивается неограниченно. 

Следующая теорема показывает существование подобного пре- 
дела для всякой бесконечной убывающей теометрич. прогрессии 

250. Теорема. Сумма членов геометрической убывающел 
ирогреесии: 


а -- а4 | 49° | а9*-.... 


ири несграничелном увеличении числа ях приближаетея Е част- 


иому: 
а 
1—9 


так, что абеожютная величина разностя между этим частвым и 
вумкою ножет сделаться меньше веякого данного числа (как бы 
жало ос ии было), 
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Для доказательства, рассмотрим формулу, выражающую сумму 
членов убывающей прогрессии: 


Подставив вместо { равное ему произведение а4"—\, преобра- 
зуем эту формулу так: 


Отсюда, после перенесения членов, получим: 
#9” а 
т 2-0 ве 

Мы нашли таким образом величину разности между частным 
":-а И Суммою $ первых я членов прогрессни. Посмотрим, как 
Зудет изменяться эта величина, если число я станем увеличивать 
неограниченно. Так как прогрессия наша убывающая, то абсо- 
лютная величина 4 (это число может быть и отрицательное} 
меньше 1. Тогда, как мы доказали раньше (8 248), абсолютная 
величина произведения а4” при неограниченном возрастании п 
может сделаться меньше всякого данного числа (как бы мало оно 
ви было}; след., и абсолютная величина частного (дроби) а4":(1 — 9), 
в котором делитель есть число, не изменяющееся при изменении м, 
может сделалься меньше ясякого данного числа. Так как это чя- 
стное равно разности между чиелом 4, _ аи $5 то, вначит, раз- 
ность эта по абсолютной своей величине может сделаться меньше 
всякого данного числа; что и требовалось доказать. 

Постоянное число, к которому приближается переменное 
число так, что абсолютная величина разности между ними может 
быть сделана меньшей любого данного числа, наз. пределом 
этого переменного числа. Значит, доказанную нами теорему можно 
высказать другими словами так: предел, к которому стре- 
зится сумма членов убывающей геометрической 
прогрессии при неограниченном возрастании 
чиела членов этой прогрессии, равен частному от 
деления первого члена прогрессии на разность 
между Ти знаменателем прогрессив. 

Пример 1. Предел суммы 1-1 -- 3-+тЬ-.... равев 
1:(1 —1/)) =2, что соглаено © тем, что мы раньше видели {$ 249). 
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Пример 2. Найти предел суммы членов бесконечной про- 
грессии: 


24, ыы о = мы и а 
Здесь ва=2, 9=— 5; ноэтому предел суммы равен 


2 е 
У Е” 


На черт. 52 изображен ряд ординат, выражающих сравнительную 
величину сумм одного, двух, трех, четырех и т д. членов данной 
прогреесии. Ординаты эти, по мере 
узеличения числа членов прогрес- 2 |----. 
сии, приближаются все более и 
более к постоянному числу 1/, ЕЕ А 9 1 
причем они попеременно то больше [7 
этого числа, то меньше его. 1|-- 
Пример 3. Найти точную 
величину чистой периодической 
дроби: 0,23238283.... 
Точная величина этой дроби 
есть предел суммы: Черт. 59. 


28 23 23 
105 > 10060 -Е 1000006 Е + -*- 


т? 


И 


| 
ты 


которая, очевидно, есть сумма членов геометрической убывающей 
бесконечной прогрессии; у нее первый член есть **/„„ и знаменатель 
в поэтому предел суммы будет: 


23 23 
100 100 23 

мые СПЕ СР. 

1—106 100 


Прикер"4. Найти точную величину смешанной периоди- 
ческой дроби: 0,3545454... 


Точная величииа этой дроби есть предел суммы: 


м 54 54 
то Г 1006 Е 100000 —— 10300060’ —Е-*- 


НЕ 


Слагаемые этой суммы, начиная 60 второго, еуть члены 
геометрической убывающей прогресени, у которой первый чёэн 

54 тр 1 5 
и: Вон [№ Поэтому предел равен: 


3, №0 3 ыы ва 
т Е т ют 99015 — 50 == 
1—0 
_ 354 —8 351 89 
990  — 990 — 116 
Упражнения. 
88 240—250. 
18. Найти сумму первых 8-ми членов прогресени -;: 3, °),.. 


19. Найти первый член прогресени, у которой знаменатель 
5 в 7-Й член равен 62500. 

20. Найти 4 числа, зная, что они составляют геом. нро- 
гресеню, что их сумма равна 860 и что последнее чиело в 9 раз 
более второго. 

21. Один покупатель предлагает художнику купить у иего 
его 14 картин по средней цене за 4600 руб. каждую. Другой 
покупатель предлагает ему за первую картину 4 руб. за вторую 
8 руб., за третью 16 руб. и т. д. (увеличивая за каждую картину 
вдвое). Что выгоднее для художника и насколько? 


22. Найти сумму 12 членов прогрессии —-1, У 8 .. 

23. Разложить 195 на 3 части, которые составляли бы 
теом. прогресеию и чтобы третье превосходило первое на 120. 

24. Образовать такую геом. прогресеию из 4-х членов. 
чтобы сумма 1-го и 8-го членов равнялась 5, а сумма 2-го и 
4-го 10. 

25. 8-й член геом. прогрессии ееть 12, а 5-Й член 9 
Найти прогресеию. 

26. В геом. прогрессии из 7-ми членов сумма первых 6-ти 
членов равна 157'/, а сумма последних 6-ти членов вдвое болве, 
Найти прогрессию. 

27. Найти сумму и первых чисел ряда: 


УЛ ЕЕ + =. 
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28. Некто поспорил, что Нева замерзнет 8-го Ноября 
Условия пари были такие: если замерзание Невы произойдет на 
несколько дней раньше или позже 8-го Ноября, то проигравший 
платит за нервый из этих дней 5 коп. за второй 15 коп. ит. д. 
(за каждый день втрое более, чем за, предыдущий). Нева за- 
мерзла 20 Нобря. Сколько денег проигравший должен уплатить? 

29. Предел суммы бесконечной геом. прогрессии равен 7, 
а сумм» первых двух членов равна 6°/. Найти 6-й член про- 
греесии. 

30. Найти точные величины периодических дробей: 0,777..; 
2,1171..; 0,3 (8); 141 (26). 

31. В квадрат со стороною @ вписан другой квадрат, вер- 
шины которого лежат в срединах стороп данного квадрата. 
В этот квадрат вписан подобным же образом третий квадрат, в 
третий вписан четвертый и т. д. без конця. Найти предел суммы 
площадей и предел суммы периметров всех квадратов. 

32. В прямоугольном треугольнике гипотенуза равна а и 
один из катетов есть 6. Из вершины прямого угла опущен на, 
гипотенузу перцендикуляр; из основания этого перпендикуляра 
опущен на катет 2 другой перлендикуляр; из основания другого 
пернендикуляра опущен на гипотенузу третий перпендикуляр: 
а т. д. без конца. Найти предел суммы этих перпендикуляров. 


ОТДЕЛ Х1. 
ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТИЯ О ПОКАЗАТЕЛЯХ. 


ГЛАВА Г. 
Показатели целые положительные. 


#51. Перечисление свойств таких показателей. 
Показатели степени до сего времени предполагалиеь нами це- 
хыми и положительными, при чем мы им придавали смысл, вы- 
ражаемый в следующем определении (8 155): 

возвысить число а в степень с целым и по- 
ложительным показателем и значит найти про- 
изведение я одинаковых сомножителей ааа...п. 

Свойства этих показателей, известные нам, следующие: 

Г) при умножении степеней одного и того же числа пока- 
затели их складываются (8 67); 

2) при делении степеней одного и того же чиела показа» 
тели их вычитаются (8 78); 

$3) всякое число, возвышенное в нулевую степень, дает 1 ($ 79); 

4) от возвышения отрицательного числа в степень с чет- 
ным показателем получается положительное число, а с нечетным 
воказателем отрицательное (8 156); 

5) чтобы возвысить в степень произведение, достаточио 
возвысить в эту степень каждого сомножителя отдельно ($ 157); 

6) чтобы возвысить степень в степень достаточно пере- 
чножить показателей этих степеней ($ 157); 

7) чтобы возвысить в степень дробь, достаточно возвысить 
в эту степень отдельно числителя и знаменалеля (8 157); 

8) чтобы возвысить радикал в стенень, достаточно возвы- 
смть в эту степень модкоренное число ($ 202). 
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Вот все известные нам свойства показателей. Тенерь мы 
расширим понятие о показателях, введя в алгебру показатели 
отрицательные и дробные. Мы увидим при этом, что все пере- 
численные нами свойства сохраняются и для иового вида по- 
казателей. 


ГЛАВА ПИ. 
Отрицательные показатели. 


252. В каком смысле употребляютея отрицатель- 
ные ноказатели. Условимся при делении степеней одного и 
того же чиела производить вычитание показателей и в том слу- 
чае, когда показатель делителя больше показателя делимого; 
тогда. = и в частном букву с отрицательным показателем; 
напр. @’:@4=а-*® Конечно, отрицательный показатель не может 
иметь того значения, который придаетея положительным показа- 
телям, так как нельзя повторить число сомножителем — 2 раза, 
— 3 раза и т. д. Чиело с отрицательным показателем мы будем 
употреблять для обозначения частного от деления степеней этого 
числа в том случае, когда показатель делителя превосходит по- 
казателя делимого на столько единиц, сколько их находится 
в абсолютной величине отрицательного показателя. 'Гак, а—* оз- 
начает частное &":а"+* вообще а” означает чаетное д”: а" -Н”. 

Понимаемое в этом смысле число с отрицательным 
показателем равно дроби, у которой чиелитель 
есть 1, а знаменатель—то же число с положитель- 
ным показателем, равным но абсолютной вели- 
чине отрицательному показателю. 

Действительно, согласно налиему условию: «^^ =": а" +” = 


ат 
= тр» СоБратив полученную дробь иа а”, получим: 


АЕ 
ОИ ит. 
Напр. 
и ее Аве = ЗИ. 
в ==, < ==) (@ +=) 2@+= и т. п, 


 @ * ы р А м СПб с сс А {7 5 
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253. замечание. Отрицательные показатели дают в0в- 
можность представить дробное алгебраическое выражение под 
видом целого; для этого стоит только всех множителей знамена- 
теля перенести множителями в чиелитель, взав их с отрицатель- 
ными показателями. 

Напр. 


За АТ 
АЙ и к ОЙ В В 


Само собою разумеетея, что тзкое преобразование дробного 
выражения в целое есть только изменение одного вида выра- 
жения, а не содержания его. 

254. Действия над степенями е отрицательными 
показателями. 

Тавое изменение внешнего вида имеет, однако, важное зна- 
чение, так как все действия над степенями с отрицательными 
показателями можно выполнять по тем же правилам, какие были 
выведены для показателей положительных. Докажем это. 

Умножение. Рассмотрим отдельно три случая: 1) когда 
одно множимое имеет отрицательного показателя, 2) когда один 
множитель имеет отрицательного показателя и 3) когда оба сомно- 
жителя—с отрицательными показателями. Предстоит доказахгь, . Ч 
во всех этих случаях показатели одинаковых букв складываются. 
Для этого, как в случае умножения, так и при доказательстве 
правил других действий, поступим так; вместо степени с отри- 
цательным показателем подставим дробь, у которой чиелитель есть. 
1, а знаменатель-—возвылтаемое число © положительным показа- 
телем, затем произведем действие по правилу, относящемуся до 
дробей, и полученный результат еравним с тем, который пред- 
стоит доказать: 


ыы — т в тт 
1) Требуется доказать, что: а «ща =а о 
Док.: 
т и’ Е по РИ = оная 
$7 г 


2) Требуется доказать, что 


а ‚ ще Ее, 
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Доказательство то же самое. 


3) Требуетея доказать, что 


И т. 
а . а ве +( ) 
Лок.: 
а = 1 а т+”) -а-"+(-т 
а" . а" де" 


Деление. Рассмотрим также три случая: 


1) Требуется доказать, что: 


Док. 


Я Г ды 
а" а” ая ат 4 = 


—т —п —т— (—я) 
[27 : 4 = ы 
Док: 
Е а мы < 
ат а” а" 


Возвышение в стенень. Рассмотрим также три случан-. 
1) Требуется доказать, что 


( м в [= ^ —т) ый 
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Г тя Е” 1 1 — па (—т)п 
(а ) ие ( ) > (а")* = =-0 ый 


2) Требуется доказать, что 


8) Требуется доказать, что 


( я В И $ мы т) (— Их 


Док. 
Е "на 


ат 1\я 
ат реа 


Извлечение корня: Требуется доказать, что 


г == 76 
— в 
Из-=_ ито 


если 2 делитея на п нацело, напр.: 


4 
У 
Док.: 
= И и Е. 
ь ) У! 1 Ч а= 
/ атт = я == о = Ви —= и 
; во ‚ ви 
У ат а * 


В нашем курсе не встретится надобности рассматривать 
радикалы с отрицахельными показателями, а поэтому мы ограни- 
Яныся только доказанным выше случаем. 
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Докажем еще, что теоремы о возвышении в степень произ- 
ведения и дроби ($ 157) остаются верными и для отрицатель- 


ных показателей: 


1 1 1 1 1 
- —, — ты = а. = 
(авс) рых ЗАТ, ° р а ео И 
= и о нь 1 . 1 = Баре 
[2 ей р ап а" фр" Ь — =. 
$ 


Примеры: 
им о 1-е 
2) ил): бе ‘Дым. 

3} (а *-Е6-®) (а-*— В) =а7*—6-® 


= 3 
4) 27 ГЫ От о в. 
Упражнения. 
$8 252—954. 


Следующие дроби изобразить при помощи отрицательных 
моказателей: 
аз х. («1 


1-35 19 (У 
о № № 1 
а д (Ею 


Вычислить еледующие выражения: 


35, О и. 
БЫ = и а 


Следующие выражения изобразить без знаменателя: 


к «ний к 
° а? а °162?, За 
а 2 10 За 


` а а—= Пя 2 
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Унноженис. 11, 4*. а“; 28.2% д'. т 
12.7 @6*. 20° 13. 41|, ху. Зал. 
14. 5 (а--6*. 7(а- в). 


Деление. 15. @:а\ ш?: 


16.7: д: 17. 104%-3 : Баь-5. 


2 


18. 85а 22 : ба-—*“я. 
Возвышение в степень. 19. (ак (а?) (а-?)-—*, 
20. 20 - 2 ау)? 


22. [3(1—я)-{а--жр. 23. т. 


3 НЕ 
Извлечение корня. 24. Уд % Ух“ и («--6)- *, 


о ЖЕ ——_ 
25.7 дав. 26.У Тау, 


2 


чу —2 -3 ‹ 2—3 
Различные действия. 97. | Г | 


| ее 6 ЧЕ 
28. р За? эта-ву. 29. (2—1) (2а- 1). 
30. (а*—171}. В рае (а-- 2) “2-2. 

Ба _ 795-? 


Во 
“п с бя 


ГЛАВА ПЕ 
Дробные показатели. 


255. В каком смысле употребляются дробные 
показатели. Мы видели ($ 165), что при извлечении корня 
из стенеми делят показателя степени на показателя корня, если 


8 
тачое деление выполняется нацело, напр, У 2*=2У @ = вип 
т. п. Условимея распространить это правило и на тот случай, 
когда показатель степени не делится нацело на показателя корня, 
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В таком случае в результате извлечения мы должны пелучить 
степень с дробным показателем; напр: 


=== = 3 = о. 
Иа—=а2; Ува; У = 21; Уа”-=цт. 


’ Конечно, дробные показатели не могуг иметь того значения, 
в каком употребляются целые показатели; напр. нельзя понимать 


р 
степень 4 в том смысле, что число а берется сомножителем */, 
раза, так как выражение „”, раза“ пе имеет смысла. Мы усло- 


вимея под степенью ай разуметь корень кубичный из &’ вообще 
8 * 
под степенью а” разуметь корень У а”. 

Условимся еще допускать и отрицательные дробные показа- 
тези в том же смыеле, в каком мы допустили отрицательные 
целые показатели, т.-е. условимея, что степень © отрицательным 
показателем равносильна дроби, у которой числитель есть 1, 
‚# знаменатель—та же степень, но © положительным показа- 


телем; так: 


256. Замечание. Дробные показатели дают возможность 


представить иррациональное выражение под видом рационального; 
3 


напр., выражение 3 Уа 27 можно представить так: За? ай. 
Конечно, такое преобразование изменяет только внешний вид 
выражения, а не смысл его; однако подобное изменение вида, 
имеет важное значение, так как оно сводит все действия над 
радикалами к действиям над степенями с дробными показалелями, 
& эти действия, как мы сейчас увидим, производятея по тем же 
правилам, какие были выведены для целых показателей. 

Но предварительно укажем следующее свойство. 

#54. Свойство дробного показателя. Если числи- 
теля и знаменателя дроби, служащей показателем 
степени, умножим или разделим на одно и то же 
число (отличное от нуля), то величина степени не 
изменится. Так: 


А. Киселев. Алуебов. 2 


Вообще: 
и эВ 
а” = а*Р. 


Действительно, знаменатель дробного показателя означает 
показателя корня, & числитель его означает показателя подко- 
ренного выражения, & такие показатели, как мы видели (& 199), 
можно умножать и делить на одно и то число. 

258. Действия над степенями © дробными поло- 
жительными показателями. Предстоит доказать, что к дроб- 
ным показателям применимы правила, выведенные раньше для 
целых показателей. Ход доказательства для всех действий одии я 
тот же: степени © дробными показателями заменяем радикалами; 
производим действие по правилу о радикалах; результат выра- 
жаем дробным показателем и затем его сравниваем © тем, что 
требовалось доказать. 

Умножение. Требуется доказать, что 

т 2 тж, р 


а”. ат=а” Я 


Дов 
т р) т - Я == т Па. В м-в 
а" ай = у а" у а? — у а’Я у а" —= у а’ в" — 
0 т 
т ый ей п" 
=] "то "М а 1 —=а > 


Полагая я = 1 или 9 = 1, найдем, что правило о сложений 
показателей распространяется и на тот елучай, когда один из 
показателей-—дробь, &а другой— целое число. 

Деление. Требуется доказать, что 
т р т р 


а”: @1=а”" Я. 


Лок: 
-й „_ 1—2. 72 | Е: ЕЯ 
яа— 9п та эт т р 
1 #9 74 я 4 


=@4 —@ = 4 а . 
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Доказательство не теряет силы, если положим п = 1 или 
@ = 1. 
Везвышение в етенень. Требуется доказать, что 


т\ в . И 
(ата 


2 тр 


т 
т 9 ® 
МВ АА 


Доказательство не теряет силы, если положим п — 1 или 


9 = 1. 
Извлечение корня. Требуется доказать, что 
р 
р А 
у аз =ая `Р 
Док: 


2 
С я Е Е 
У.- _РГу УГ... "В п У 


Докажем еще, что теоремы о возвышении в степень произ- 


ведения и дроби ($ 157) остаются верными и для дробных по- 
казателей. 


1. Требуется доказать, что 


7% 7 ЕО 7% 
аа № 


Док: 
_т. п И я А С. 
{ефс) " =| (46с)" = у о = У а” и в р Е 
ЖЕ и. 


21+ 
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2. Требуетея доказать, что 


Г а 
® 
а к. й 
В 
р в 
Дек. 

т с 
—= п т == == 
( @ : их а \т _ о" & р 
р (+) в 
и р” 5 


Еели ноказатели не только дробные, но и отрицательные, 
то и в этом елучае к ним можно применять правила, относящиеся 


пе положительных показателей. Покажем это для какого-нибудь 
одного действия, напр., для умножения. 


Пусть требуется доказаль, что 


2 т, мы БН 
а „+ ( ‹) 
Док: 
т т Г. 
—= —* 1 и 1 —(-+-) 
@ [2 == Е в = о В 
ап и 9 О Я 
т в 
я не В 


Подобным же образом убедимея, что и другие действия 


межно совершать по правилам, относащимея до положительных 
показателей. 


ГЛАВА ТУ. 


Понятие об иррациональном показателе. 


а 
259. Выражению а, в котором « иррациональное число, 
придают смысл только тогда, когда основание @ число пеложи- 
тельное. При этом могут представиться следующие 3 случая: 


1) Показатель х есть положительное иррациональное число, 
ри чем основание @ больше 1. 
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Обозначим черев а любое приближенное рациональное зна-- 
чение числа ©, взятое с недостатком, и через а, любое прибли- 
женное рациональное значение числа ©, взятое с избытком. 


Тогда выражение &а означает число, которое 
больше всякой степени а'и меньше всякой стелени 
а’? Если напр.. «=У@, то @" озвачает число, большее кэаж- 
дого из чисел ряда: 

а о" и арене и (1) 


в котором показатели суть десятичные приближенные значения 


в 


д, взятые © недостатком, и меньше Баждого из чисел ряда 


а”, в ве. аз ар (2) 


в котором показатели суть десятичные приближенные значения 


В 
У 2, взятые с избытком. 

2) Показатель « есть положительное иррациональное число, 
но а< 1. 


а 
Тогда выражение а означает число, которое 
#2 а Г 
женьше всякой степени а‘ и больше всякой степени 


а”. Так если а=И 2, то а приа<1 представляет собою чиело, 
меньшее каждого из чисел ряда (1) и большее каждого из чисел 
ряда (2). 
$) Покаватель © есть отрицательное иррациональное чиело. 
Тогда выражению а’ придают тот же смысл, какой имеют 
хтенени с отрицательными рациональными показателями; так, 


а’? — 1 


При подробном изложении теории иррациональных показа- 
телей, доказывается, что с иррациональными показателяии можно 
поступать по тем же правилам, какие были выведены для пока 
вателей рациональных; так: 


© о +3 |3 а — 8 в 
а = Ех р ава: 
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260. Примеры на действия с дробными и отри- 
нательными показателями. 


19 (++ в _ г) а = о (> те *)| [2— 
^^ ь - 
р. с Ва 


2) ИУ тае и : (=) | а 


ь 


з 


Пи - аа Ы =25 Ущ. 


261. Замечание. Дробные показатели были введены в алге- 
бру главным образом Голландеким инженером Симоном Сте- 
винным в начале ХУП столетия. Позднее, в конце ХУП ето- 
летия, Окефордекий профессор Джон Валлис ввел в употребле- 
ние отрицательные показатели. 


ТЛАВА 
Показательная функция. 


262. Ч такое показательная функция. Так наз, 


функция у=а’ ‚ представляющая собою такую степень, у которой 
основание « есть какое-нибудь положительное число, не 
равное 1, а показатель степени х—переменное число, могу- 
щее принимать всевозможные значения, как положительные, так 
н отрицательные, целые и дробные, рациональные и иррациональ- 
ные. При этом предполагается, что в том случае, когда 2 тн 


нимает какое-нибудь дробное значение и когда, след., выражение е 
означает корень некоторой степени, то изо всех возможных знал 
чений корня берется только одно арифметическое. 


—855 > 


Заметим, что основание а предполагается не равным 1 


& 
истому, что при а=1 степень а равнялась бы 1 при всяком 
значении 4 и тогда эта степень не была бы функцией от х (не 
зависила бы от 2). Нельзя также допустить, чтобы оенование а 


х 
было чиело отрицательное, так как, при а отрицательном, степень а 
для многих значений х не давала бы никакого вещественного 
1 С 
числа. Напр. при а = —-4 и при д ='/, степень а  обрати- 
лась бы в (—4)2 = У — 4, что составляет мнимое число. 


263. График показательной функции. Построим 
графики следующих трех функций: 


& 3 1х 1 }= 
П. Е м. 

Для этого дадим переменному числу х ряд таких, напр., 
значений: —3, —2, —1, 0, 1, ®, 3... и вычиелим соответетву- 
ющие значения функций. При 5 = —3 мы получим: 

—8 Е 1 3 }-8 3 3 я 8 

2 =и=з; (С) =1: С) =1: з=м; 


а 


Подобно этому найдем значения функций и для веех осталь- 
ных указанных значений 5. Выпишем затем все значения в таких 
таблицах: 

Пу=2” 
№ |[—3|—2|—1]| Е РТ 3 | РЕ 
[ера инь Збоеьае Вод ыы 


% 
у 


2) у=(; = 
а О Вии | 
у |. Е ЕН [24 [39, [54,,|7,6-] 


3) у=($ 


|. ВИ О. Ре ВО 
ерелье В Вене ВУ" | 
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Нанеся все найденные значения на чертеж (беря произ- 
вольную единицу длины), мы получим три графика, указанные 
на черт. 58. 

264. Свойства показательной функции. Рассматря- 
вая этот чертеж, мы замечаем следующие свойства повазательной 
функции. 

1) При всяком основании функция равна 1, если 2=0 (все 
кривые проходят через одну и ту же точку, расположенную ва 
оси (/ на раестоянни от 0, 
равным -| 1). 

2) При всяком основа- 
в) нии функция всегда полу- 

жительна, (все кривые распо- 

хожены выше оси 2%. 

8) При 5 = Е 1 Фунх- 
ция а’равна своему осно- 
ванию. 

4) При основании, бёль- 

хх шем 1 (как у нае при а =“) 

и при @ = 2), функция больше 

1, если 2 положительное 

Черт. 53. чиело, и меньше 1, если 5 

отрицательное число; при 

основании, меньшем 1 (как у нас при а= 1/›), наоборот, функция 

меньше 1, если 2 положительное число, и больше 1, если 2 отри- 
цательное чиело- 

5) При основании, ббльшем 1, кривые при неограниченном 
продолжении их направо, неограниченно подымаютея вверх, & 
при продолжении их налево они все ближе и ближе прибли- 
жаютея к полуоси 02’ (никогда однако ее не достигая). Значит, 
при неограниченном возроставии положительного показателя 2 
функция неограниченно возрастает, а при неограниченном убы- 
вании отрицательного показателя функция убывает, стремясь 
к нулю. При основании, меньшем 1, заключения будут противо- 
моложны выеказанвым. 
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Упражнения. 
98 255—258. 
Изобразить без знака радикала следующие выражения: 
РР. и в 
в Ув; У" ь И, 
а. Е 9 в 
34.У а Ут УП-а. 


и 9 
в5. и О Ш 


З == Ч 

36. У2е; У за; И 2. 
== 3/- Ри. 
37.5 За ви". 


В следующих выражениях дробные показатели заменить р®- 
дикалами: 


1 2 


1 
38. п=, аз, а 
1 


2 1 1 * } 
40. (1-52); (1-=2)*. 41. [е° (14-2) |. 


\ 


1 
В И Е 


=] 63 


Доказать следующие равенства: 
ке, 
— а 


: - 
Умножение. 43.73 . хз. 44 а .а?.а 


з,— а и 2 2” 3 2 
р = Е Не: За 
А А И В у 
НЕ $3 = 
Зт` 223 Эт 3 
з 1 1 Н 


4 2 2 4 
Деление. 47. @ :ауа :а 


2 - 
185 («1 :2 («—1)*. 
И дь ки 
49. 906257 сочла 50: ИЗа ве Ноя 


— 380 — 


з 
4 


3 
з —\ —2 — 
Возвыение в степень: 51. (‹ ) : (@ ; ) : (‹ 7 ) 


ы 


Извлечение корня: 
3 


55. } Вы 7 НВ 56. р ид" 
з 4 
1 


т. | (а) * 58. Р 16а *ь . 


у НРА 
У 9% 


88 262—264. 


3 
2 


[*Г) 
го 
Г ма 
— 
--] 
не | 
52 =. 
Г 
$2] += 


64. Построить график функции у= 3", давая дяя д значення: 
9, |, 1, 2, 21, Зи беря для ординат единицу в 3 раза 
меньшую, чем для абцеисс. 

65. То же для функции у= 10*, давая для х чиела; 0,1, 
Ч, У, 1 и принимая для ордннат единицу в 10 раз меньшую, чем 
чл абоциее (етенени 10 и 10 вычислять по формулам: 


1 4 


— в = ы а 4 / в не 9 
07 И0_Й Улов то ут а, 


ОТДЕЛ ХИ. 
ЛОГАРИФМЫ. 


ГЛАВА Т. 
Общие свойства логарифмов. 


265. Предварительное замечание. Если в равенстве 
@=с чиела аи даны, а чиело с требуется найти, то дей- 
ствие, потребное для этого, называется, как мы знаем, возвыше- 
нием в степень: с есть степень, а основание степени, ее по- 
казатель. Этому действию соответствуют два обратных: одно—на- 
хождение основания а по данным: степени с и показателю & 
(называется извлечением корня 6-Й степени из числа с), другое 
— нахождение показателя $ но данным: стецени с и основанию а 
(называется нахождением логарифма числа с по основанию а). 
Поставим вопросе, различны ли эти действия? Ведь и для умно- 
жения можно усмотреть два обратных действия: первое—нахо- 
ждение множимого по данным произведению и множителю, второе 
— нахождение множителя по данным произведению и множимому. 
Однако действия эти раесматриваютея не как различные, а как 
одно и то зке действие, называемое делением. Причина слияния 
этих двух обратных действий в одно заключается в перемести- 
тельном свойстве умножения, по которому произведение не ме- 
няется от перемены мест множимого и множителя. В таком же 
положении находится и сложение (2-х елагаемых); этому дей- 
ствию также можно указать два обратных действия; одно—на- 
хождение неизвеетного числа (1-го слагаемого), к которому надо 
прибавить данное чиело (2-е слагаемое), чтобы получить данную» 
умму; другое--нахождение неизвестного числа (2-го слагвемого).. 
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которое надо прибавить к данному числу (к 1-му слагаемому), 
чтобы получить данную сумму. Однако эти два действия рас- 
сматриваются, как одно, называемое вычитанием, вследетвие того, 
что сложение обладает переместительным свойством, по которому 
сумма не зависит от порядка слагаемых. Если бы это свойство 
принадлежало также и возвышению в степень, то тогда и два 
указанных выше обратных действия составляли бы в сущноети 
одно. Бо возвьлнение в степень не обладает свойством переме- 
стительнссти; напр. 23 не равно 3° 4* не равно 1*, 10? не равно 
2 ит д Веледетвие этого нахождение основания по данным 
показателю и степени (извлечение корня) существенно отли- 
чается от нахождения показателя по данным оенованию и сте- 
пени (нахождение логарифма). 

Заметим, что последнее действие в элементарной алгебре 
подробно не рассматриваетея; указываются главным образом его 
практические применения. 

266. Определение логарифма. Логархфмом числа М по 
основанию @ называется показатель стелени, в которую надо возвы- 
сить основание а, чтобы получить число № при чем этот пока- 
затель степени может быть чиелом целым и дробным, положи- 
тельным и отрицательным, рациональным и иррациональным. 

Согласно этому определению, если имеем равенство а“ = М, 
то можем сказать, что х есть логарифм чиела № по основанию 
п; это можно выразить также таким обозначением: 


< = Т09№, или $ =109М№, или х=19М, 


гле знаки 109, 109 и 19 сокращенно обозначают слово „лога- 
рифм“. Иногда для обозначения того, по какому основанию бе- 
ретея логарифм, внизу этих знаков ставят букву, или число, озна- 
чающее основание; напр. равенство Ё0д,М№=<х означает, что я0- 
гарифм числа № по основанию а есть х. 


Примеры. 
1. Возьмем ‘за основание число 4; тогда: 
и. поэтому 10916 =2 
43 = 641; в 10964 =3 


< = 4; ” 1034 = 1 


лечь поэтому  Ё09?= — 
4 


2. Если за основание возьмем чиело 10, то 


101 = 10; поэтому Ё0910=1 

10*— 100; -  109100=2 

10° — 1000; „  1091000=8 
106—101 „_ 10901 =—1 
10—3=0,01 ы [090,01 =—2 ит. п. 


3. 09.4096 =4, потому что 8*=64.64—4096. 


и 
42 


4. 109.8 = > я > = 0% 


267. Логарифиическая функция и ее график. 
Так называется функция: 
у = 1097, 


представляющая собою логарифм переменного независимого числа, т, 
взятый по данному основанию @а (не равному 1). Функцая эта 
обратна показательной функции у=а”, которую мы рассмотрели 
раньше (58 262 — 264). Действительно, если в уравнении у= а” мы 
будем рассматривать у, как переменное независимое, то х тогда 
будет неявная функция от 9, которая в явном виде предета- 
витея так: 


= (0944. 


Обозначая по принятому переменное независимое буквой х, а 
функцию от этого переменного буквой у (ч.-е. заменяя х на 
у и наоборот), мы получим: 


у= 09.7, 
т-е. получим ту функцию, которую мы назвали логарифиическей. 
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Построим графики следующих трех  логарифмических 
функций. 


1) у=09 

2) у=10931. 
#7 

3) у=09 1%, 
Е] 


обратные тем трем показательным фунЕциям: 


1) у=2"; 
ОР 
3) и=(5), 


которые мы раесмотрели раньше. Для этого составим предвари- 
тельно таблицы частных значений взятых нами функций. Таб- 
липы эти веего проще составить из таблиц соответственных зна- 
чений показательных функций (етр. 327), поменяв в этих таб- 
лицах значения абециссы х на значения ординаты у и наоборот. 
Юделав это, мы получим такие 3 таблицы: 


П у=095 
ра а ь о ве 
я Е 
2) у=ю09: = 
2 
51 [116 12' 4 13° 5/56. 


Е ы 
—. ЗЕ лнО | 1 


3) ч=09, < 
РЯ 


—_—_———ыы—ы———ыыыыы=——"——=—="—ы=—-— 


#|. - «|814 [2 [РРР а. < 
у]. . - |--3|--2|-—-10|1]2]3]. 9 - 


ь а ыы ® 
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Нанесем теперь все .эти значения на один и тот же чертеж 
м по ним построим три кривые, абсциесы которых! предетавхяют 
собою числа, а ординаты логарифмы этих чисел (черт. 54). 

Имея график логарифмической функции, мы при номещи 
эге можем легко найти приближенные значения логарифма дан- 
ного числа. Возьмем, напр., 
график функции у=109.х 
и найдем при его помощи 
логарифы (6) и (по основа- 
нию 2). Для этого возь- 
мем  абециееу, равную 
-- 6 и построим соответ- 
ствующую ей ординалу. 
Измерив эту ординалу, 
найдем — приблизительно 
число 2,6, которое и вы- 


разит нам 4109, 6 (более ыы 3 - " 
точная величина равна # # бт 
2,584...). 

Черт. 54. 


268. Свойства логарифмической функции. Из 
рассмотрения начерченных нами графиков мы легко можем вы- 
вести следующие свойства логарифмов: 

Г. Так как графики веецело расположены направо от оси 
у—ов, то отрицательные числа не имеют логарифмов 
(вепомним, что при веяком значении х функция @” положительна). 

И. Вее кривые пересекаются с осью 4-0в в одной и той 
же точке, отстоящей от начала координат на -|- 1. Это значит, 
что при всяком основании логарифым единицы есть 
нуль (4°=1). 

Ш. Когда а>1, то части кривых, соответствующие абецис- 
сам, меньшим 1, лежат в угле х0Оу’, а чаети кривых, соответ- 
ствующие абециссам, большим 1, расположены в угле 20у. Это 
значит, что при основании, ббльшем 1, логарифмы 
чисел, меньших 1, отрицательны, & логарифмы чисел, 
ббльших 1, положительны. Это вполне соответствует тому 
свойству показательной функции, что при положительном значении 
х функция 4” больше 1, а при отрицательном она меньше 1. 
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При а< 1 (напр., для кривой у = 109.2) заключения быхв 


бы противоположного свойства. 

ГУ. Логарифм самого основания равен 1; так, на 
графике у-==109.2 видно, что абециеее 2 соответствует ордината 1; 
яа других графиках видно то же самое. 

У. При основании, ббльшем 1, ветви кривых, расположенные 
ниже оси 4-0в, при уменьшении абсциссы от 1 до 0, прибли- 
жаются к полуоси О’ как угодно близко, никогда однако ве не 
достигая, а ветви тех же кривых, расположенные выше оси 2-0в, 
при возрастании 1 от 1 до -- оо поднимаются все выше и вьине 
неограниченно. Это значит, что (при @> 1) е возрастанием 
числа от 0 до 1 логарифы его возрастает от — © 
хо О, а с возрастанием чиела от 1 до -- © логарифи 
его также возрастает от 1 до -|- <. Заметим соглаено 
этому, что  логарифмическая функция есть функция возра- 
стающая (если а>1), т.-е. она увеличивается с увеличением 
числа; другими словами, ббльшему числу соответствует 
больший логарифы (при основании, меньшем 1, заключение 


было бы обратное). 


Логарифм произведения, частного, степени и корня. 


269. Теорема 1. Логарием произведения равен сумше ло- 


гариФиов сомножителей. 
Пуеть № №, №, будут какие-нибудь положительные числа, 


а х,г, 2, их зогарифиы по одному и тому же основанию а, тогда: 
№М=а”, М =аь „У=а 
Перемножив эти равенства почленно и приняв во внимание, 
что при умноженин показатели одинаковых букв складываются 
(каковы бы ни были эти показатели), получим: 
№ Му аа 


Значих 
Тод (ММ, М) =я я, 
Но 
д= Ро9№ х,=109м, и #, = Г09\; 
поэтому: 


1,09 (УМ М.) = Год М -- 09 М, + Г09 №, 
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Очевидно. вывод этот можно применять к какому угоднс 
числу сомнежителей. 

Теорема 2. Логарифи дроби равен логарихму числитея 
без логаригыа знаменателя (другими словами: логарифм частного 
равен логарифму делимого без логарифма делителя). 

Разделив почленно два равенства: 

о О 
получим; 


откуда: 
Тов — в, = 109 М— Год №. 


Теорема 3. Логарифи степени равен логарифну возвышае- 
мото числа, умложенному ка показателя степени. 


Возвыеим 0бе части равенетва №М=а” в и-ую степень: 
я 2% $ 
На" 
откуда: 
Тод №" = ат = (Тод №)м. 


Теорема 4. Логариом корня равен логарифму подкоренного 
числа, деленному на ноказателя корня. 
Эту теорему можно равематривать, как следствие предыдущей. 
Действительно: 
1 


Тод № = 1.09 №" = (Тод М) ; Е 5, 


% 


#0. Лотарифиирование алгебраического выра- 
жения. Логарифиировать данное алгебраическое выражение 
значит выразить логарифы его поередетвом логарифмов отдельных 
чисел, составляющих выражение. Это можно сделать, пользуясь 
теоремами предыдущего параграфа. Пуеть, напр. требуется. ло- 
гарифмировать следующее выражение, которое обозначим олною 


буквой № 
1 
м 3% Е: 


478 Уу 


А Киселев. Алгебра. > 
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Так как это выражение представляет собою дробь, то на 
основании теоремы 2-й можно написать: 


1/ | 8 
09 М == Год (1 БИ =] — [09 ео 


Затем, применяя теорему 1-ю, получим: 


ие У 
Тод М= Год3 -- Года - Тод Гы — [094 — Тодт — 
6 
— То9У у’ 


я далее, по теореме 3-й и 4-й: 
3 


[09 М= Тод 2 Тода----1.09 б р о ре 1094 — 8 Тодт — 


—= 1юду= 1093 -- 2 Тода 5 (Год Ь-|- 3 2992) То9 4 — 


—8 109%— = 109 у = 0д3-2 Года-- = Тод В < 109% — 
— 1094 —3 104 п—- [09 3. 


241. Замечание 1. Логарифмировать можно только такие 
выражения, которые предетавляют собою произведение, частное, 
степень нли корень, но не сумму и не разность. Поэтому, когда 
желают логарифмировать сумму или разность, то, если возможно, 
предварительно приводят их к виду, удобному для логарифмиро- 
вания, напр. преобразуя их в произведение; так: 


1) 109 (& —®) = 409 (® + 6) (а — 6) |= Год (а С 
++ Р09(а— 5); 
2) 109(@-- 2а- + — №) = 209 [(а + 1—6] = Год [ (а 1 - 
- 5) («--1— 5) = Тод(е- 1-Ь) + Го9(а-- 1—6). 


212. Замечание 2. Умея логарифмировать алгебраические 
выражения, мы можем. обратно, по данному результату 
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логаряфмирования найти выражение 5, которое пр 
ногарифинровании дало этот результат; так, если нам дано, что 


Тод х = Тода -- Год — 3 №096 — -- 109 а, 


то на основании тех же теорем находим. 


ГЛАВА П. 
Свойства десятичных логарифмов. 


243. Системы логарифжов. Системою логарифмов иа- 
вывается совокупность логарифмов, вычиеленных по одному и 
тому же основанию. Употребительны две системы: система нату- 
ральных логарифмов и сисхема дееятичных логарифмов. В 
первой, но некоторым причинам (которые уясняются только Е 
высшей матемалике) за основание взято иррациональное числе 
2 718281828. .. (обозначаемое буквою е); во второй за основание 
принято число’ 10. Логарифмы первой системы обладают мно- 
гими теоретическими достоинствами; логарифмы второй системы, 
называемые иначе обыкновенными, весьма удобны для прак- 
тических целей. 

Натуральные логарифыы называются также Неперовыми 
по имени изобретателя логарифмов, шотландекого математика 
Непера (1550 — 1617), а десятичные логарифмы - Бригговыми 
по имени проф. Бригга (еовременника и друга Непера), впервые 
составившего таблицы этих логарифмов. Должно однако заме- 
тить, что Неперовы логарифмы не тождественны натуральным, 
а только связаны с ними некоторым соотношением. Впервые на- 
туральные логарифмы были введены после смерти Непера в 
1619 г. учителем математики в Лондоне, Джоном Спейде- 
лем. В следующем 1620 г швейцарец Бюрги опубликовал 
свои таблицы, составленные им независимо от Непера. 

Заметим, что в 1914 году исполнилось трехсотлетие изобре- 
тения логарифмов, так как таблицы Непера были им опублико- 
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заны в 1614 году (под названием: „Ме |обатИтогит сапонез 
Чезетрио“). 

214. Знамение логарифиических таблиц. Имея. 
таблицы, в которых помещены логарифмы целых чисел по одному 
я тому же оскованию от 1 10 какого-нибудь большого числа, 
мы можем производить вад числами действия умножения, деления, 
возвзиления в степень и извлечения корня проще; чем обыкно- 


3 
венным путем. Предположим, напр.. что надо вычислить У ава где 
А, Ви С данные целые числа. Вмеето того. чтобы производить 
умножение и затем извлечение кубичного корня, мы можем, поль- 
зуяеь таблицами логарифмов, найти сначала 


8 
Тод авс, 


основываясь на разложении: 


Тод 4вс == (Тод А-- 109 В4-Тод 0} 


Найдя в таблицах отдельно Г09 4, [09 В а Гоч(. сложав их 
1 разделив сумму на 3, получим 


3 
Тоду АВО ; 


По этому логарифму, пользуясь теми же таблицами, можем найти 
соответствующее число, точное или приближенное. , 

Таким образом, руководствуясь теоремами © логарифме про- 
изведения, частного, степени и корня, мы можем, помощью лога- 
рифмичееких таблиц, свести умножение на сложение, деление 
на вычитание, возвышение в степень на умножение и извлечение 
корня на деление. 

На практике употребительны таблицы десятичных логариф- 
мов: мы их будем обозначать знаком 1049, ве проетавляя внизу 
этого знака основание 10: оно будет подразумевальея. Рассмотрим 
некоторые свойства десятичных логарифмов. 

25. Преобразование отрикательного логарифма. 
Тогазифы какого-нибудь числа выражается обыкновенно цеся- 
‹ичною дробью. Целое число этой дроби называется харак- 
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теристикой, а дробная часть — мантиссой. Так, если 
109 М= 3,25673, то 3 есть характеристика, а 0,25673 мав- 
тисса 709 М. 

Мы видели, что логарифмы чисел, зеньших 1, отрицательны. 
Значит, они состоят из огрицательной характеристики и отри- 
цалельной мантиесы.. Такие логарифмы всегда можно преобра- 
зовать так, что у них мантиеса будет положительная, а харак 
теристика останется отрицательной. Для этого достаточно при 
бавить к мантиссе положительную единицу, а к характеристике— 
отрицательную (от чего, конечно, величина логарифма не ивме- 
нится). Еели, напр. мы имеем логарифи—2,08734, то мон 
написать: 

— 2.08734 =—2— 1-1 0,08734 = — (2 0+ (1— 


—0,08734) = —8 + 0,91266 


или сокращенно: 
и Е: 
— 2.08734 = —2,08734 = 8,91266. 


Для указания того, что у логарифма отрицательна только 
одна характеристика, ставят над ней мину гак, вместо того. 
чтобы написать: 

— 8 -[ 0,91266, 
пишут короче: - 
3,91266 


На практике логарифмы чисел, меныпих 1, веегда пред- 
ставляют так. чтобы у них мантиссы были положительны. 

Обратно, всякий логарифм с отрицательной ха- 
рактеристикой и положительной мантиссой можно 
превратить в отрицательный. Для этого достаточно к 
положительной мантиссе приложить отрицательную единицу, а Е 
отрицательной характеристике — положительную; так, очевидно. 
можно написать: 


1.83026 =— 7 0,88096 = —74- 11+ 0,83026 = (-— 7 1} 
— (1 — 0,83026) = —6- 0,16974 = — 616974 
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али сокращенно: 
вы 1 
783026 =7,83026 = — 8,16974. 


Замечание для памати. Для выполнения преобразований, 
указанных в двух последних нараграфах, приходится прибавить 1 
и_—1, одно из этих чисел в характеристике, а другое в ман- 
гиссе. Чтобы не ошибиться, к чему прибавить Тик чему 
—1, полезно всегда обращаль внимание на мантисеу заданного 
логарифма и рассуждать тах: пуеть в заданном лотарифие ман- 
тисса отрицательна, а надо ее сделаль положительной; тогда в 
ней, конечно, следуег прибавить -- 1, а потому к характеристике 
надо прибавиь — 1; пусть в заданном логарифые нантнеса 
будет положительна, а надо ее сделать отрицательной (вевь яо- 
гарифм должен быть отрицательный); тогда к ней следует до- 
бавить — 1, а, следовательно, к характеристике +. 

976. Свойства десятичных логарифмов мы можем 
выразить следующими 5-ю теоремами. 

Теорема 1. Лотарием целото числа, изображевного 106 
дин нля несколькиши нулями, не имеет мантиссы, а характе- 
снотина его содержит столько положительных единиц, сислько 
зузей в изображении числа. 


Док. Так как 
10'—=10. 10*=10%, 10% = 1000, 10‘ = 160000... 


вообще 
т нухей 
10" =100....0, 
то 


Год 10=1, Год 100=2, Тод 1000 =3, [09 10000 =4... 


м вообиде 
я нулей 


Тод 1000....0 =. 


1 
Теорежа 2. Логарифи десятичной дроби, изображаемой 1 6 
одним или несколькими предшествующими нулями (0,1; 0,01; 0,001; 
щт. д.), не имеет кантиссы, а характернетика его содержит столько 


отрицательных единиц, сколько есть нулей в изображении дроби, 
ечигая в том числе и нуль целых. 


Дек. Так как 
0,1 =10-1 0,01=10—8, 0,001 =10—8... 


я вообще 
т нулей 
ие 1 
О 
19 
то 


109 61 = — 1, 1.09 0,01 =—2, {090,001 =—3... 


и вообще 
т нулей 


1.09 0,000...01 = — т. 


Теорема 3. Логарихи целого числа, не изображаемого 16 
нулями, не может быть числом рациональным. 

Док. Пусть М ееть такое целое число, которое не выра- 
жается 1 © нулями, и допустим, что Год№ равняется какому- 
нибудь рациональному числу 2 В таком случае мы получим 
равенства; 


2. 
100=№ Ие-м№ 10=№ 


Но последнее равенство невозможно, так как чиело 10? раз- 
чагается только на множителей 2 и 5, повторенных 2 раз, тогда 
как число № ие может дать такого разложения (потому что 
№ ве есть {о нулями); поэтому наше допущение, что 109 № 
веть рациональное число, невозможно (этот логарифы иррацио- 
нальное число). 

Теорена 4. --«рактеристика логарифиа десятичной дроби, 
меньшей 1 (вели его мантисса сделана положительной) содержит 
столько отрицательных единиц, сколько есть нулей в изображении 
десятичной дроби перед первой значащей цифрой, считая в ток 
числе и нуль целых. 

Док. Пусть 

т нулей 


4 =0.000.. 0“В... 
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есть десятичная дробь, у которой перед первой значашей цифрой 
стоит т нулей, считая в том числе и О целых. Тогда очевидно, что 


т —1 нузей т р "М и\ т у 


0.605... 01 > 6.00. Е —_ беав.. 0 об. 
след. 
т —1 пулей ^. ‚№7 ка \ 


Тод 0,00..... 01>> 109 А > 104 0,00....0. - 


т.-е. 
— (т — Г) > Л09А > —т: 
значит: 
Тод А= — т-- полож. чиело, меньшее 1, 
и нотому 
характеристика 1,09. А =— т 


‘при положительной мантисее). 
Примеры. 
1} хар. 109 0,25 =— 1; 
2) хар. Год 0,000048 = — 
Теорема 5. От умножения или деления числе на 10, на 
100, на 1000.... вообще на 10” мантиеса лсгарифма (евли она 
положительная) остается без изменения. а характезиетика увези- 


чиваетея или уженьшоется па столько влиЕИЦ, оволько есть нулей 
80 множителе или в делктеле 


Док. Так как 

109 (№. 10") = 09 №-- 09 10%, 09-е = 09 М9 10" 
0910" = 
то 109 (№.10") =ю9 М- я, 109 а ВВ № — и. 


Так как п есть целое число, то прибавление я не изменяет 
мантиссы, а только увеличивает характеристику на ж единиц; 
с другой стороны, если условимея—в том случае, когда нужно 
ог лотарифиа отнять целое число, отнимать его всегда от харак- 


ПЕНЬ =. 


териетнки, оставляя мантиссу положительной, —то вычитание п 
также не изменяет мантиссы, а Только уменьшает характеристиву 
на я единиц. 

21. Следотвия. 1) Положитзьная мантиееа лотарифна деся- 
тичното чнела не изменяется от’ перенесения в числе занятой, 
потому что перенесение запятой равносильно умножению или деле- 
нию на 10, 100, 1000 и т. д. Таким образом, логарифмы чисел: 


0,00423, 0,0423, 0,423, 4,23, 423 


отличаютея только характеристиками, но ве мантосеами, при 
условии, что все мантиссы положительны. 

8) Мантиесы чисел, имеющих одну и ту же зназащую часть, 
о отличающихся только нулями на конце, одинаковы: так, лога- 
рифмы чисел: 23, 280, 2300, 23000 отличаются только характе- 
ристиками. 

Замечание. Из указанных нами свойств логарифмов 
видно, что характеристику логарифма целого числа и десятичной 
дроби мы можем находить без помощи таблиц; вследствие этого 
в логарифмических таблицах помещаются только одни мантиссы; 
кроме того, так как нахождение логарифмов дробей сводится 
к кахождению логарифмов пелых чисел (логарифм дроби = лога- 
рифму числителя 663 логарифма знаменателя), то в таблапах по- 
мещаются мантисеы логарифмов только целых чисел. 


ГЛАВА Ш. 


Устройство и употребление таблиц. 


298. Устройство таблиц. Опишем вкратце устройство 
и употребление пятизвачных таблиц, изданных Иржевальским. 
Эти таблицы содержат мантиесы логарифмов всех целых чисел 
от 1 до 10009, вычиеленные с 5 десятичными знаками, при чем 
последний из этих знаков увеличен на 1 во веех тех случаях. 
когда 6-Й лесятичный знак должен бы оказатьея 5 или более 5; 
след, пятизначные таблицы дают приближенные 
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мантиссы с точностью до # стотысячной доли (е ы 
досталком или с избытком '). 

На первой странице помещены числа от 1 до 100 в столб- 
цах © надписыю М№ (патегиз— число). Против каждого числа, 
в столбцах с надписью [05. находятея мантиссы, вычисленные 
е 5 десятичными знаками. 

Следующие страницы устроены иначе. В первом столбце, 
цод рубрикою № помещены числа от 100 до 1000, а рядом 
с ними в столбце, над которым стоит цифра 0, находятея соот- 
вегствующие мантиссы: первые две цифры мантисе, общие несколь- 
ким логарифмам, написаны только раз, а остальные три цифры 
помещены рядом © числом находящимся в столбце № Эти же 
мантиееы принадлежат числам, которые получатся, если к чис- 
лам, стоящим под рубрикою №, приписаль спраза 0. Так, ман- 
тисса логар. 5690 будет та же, что и у числа 569, т-е. 75511 
(стр. 17). Следующие столбцы е надписями над ними 1, 2, 3, 
4, 5, 6, Т, 8 и 9, служат для нахождения логарифмов четырех- 
значных чисел (и пятизначных до 10009), оканчивающихея на 
эти значащие пифры, при чем первые три цифры каждого из 
этих чисел помещены в столбце № а последнюю надо искать 
наверху, в ряду цифр 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8 и 9. Напр., чтобы 
найти мантиссу логарифма числа 5673, надо отыскать в столбце № 
число 567 (стр. 17) и наверху цифру 3; в пересечении гори- 
зонтальной линии, идущей от 567, с вертикальной линией, опу 
щенной от цифры 3, находятся три последние цифры мантиссы 
(381), первые же ве цифры надо искать в столбце под циф- 
рою 0, на одной горизонтальной линии, или выше; так, для 
числа 5673 первые две цифры мантиссы будут 75, а послед- 
ние 881, так что все 5 знаков будут 75381. Если перед но- 
следними тремя цифрами мантиссы стоит в таблицах звездочка, 
то это значит, что первые две цифры надо брать ниже 
горизонтальной линии, на которой расположены последние 


') Для решения большинства практических задач вполне достаточно пользо- 
ва`ъся четы рехзначными таблипами (напр., таблицами, составленными В. И. 
Лорченко и Н. В. Огхоблинчым, Киев, 1910 г.), и даже треханачными 
{напр., составленными И. Каменьщиковым, 1521 г,). В случаях, требующих очене 
го.ъ пой точности, пользуются иногда семизначныма эаблипами (напр. Лога» 
ри илчесви-тригонометрическое руководство барова Гоорга Бега) Способ пользозания 
тахихи таблицами об‘яенеи во влеленни к таблинам. 


5 я 5 
цифря мантисеы. Так, для числа 5758 мантисса будет 76027 
(етр 17). 

219. Шо данному десятичному числу найти 
летарифм. Характеристику логарифма, целого чиела или десятич- 
ной дроби мы выетавляем непосредственно, рувоводствуяеь ука- 
‚анными свойствами десятичных логарифмов. 

Ира нахождении мантисеы мы примем во внимание, что 
положение запятой в десятичном числе, а также и число нулей 
на конце пелого чиела, не оказывают влияния на мантиесу; по- 
этому мы можем отбросить запятую в десятичной дроби и 
з целом числе зачеркнуть все нули, если они есть на конпе 
числа. Тогда могут представиться следующие 2 случая: 

1° Целое число не превосходит 10009. Тогда ман- 
тисса находится прямо из таблиц. Напр.: 


[05 82 =1,91381; № 0,082 =2,91381 (стран. 1); 

105 2560 =3,40824; №5 256000 = 5,40824 (стран. 7); 

102 7416 =3,87017; №5 17416 = 1,87017 (стран. 23). 

Найденная мантисса будет точна до % стотысячной доли. 

2°. Целое число превосходит 10009. 'Тогда мантисеа 
находится на основании следующей истины, которую мы примем 


без доказательетва; 
если числа более 1000, и разности между ними 


не превосходят 1, то без чувствительной ошибки 
можно принять что разности между числами про- 
поркиональны разностям между их логарифмани '). 

Приняв это, положим, что требуется найти логарифм числа 
74,2354, которое, по отбрасывании занятой, дает целое число 


превосходящее 1 0009. 


1) Справедлавость этого предложения до некоторой степени может быть иро- 
вереиа просмотром самих логарифмических таблиц. В этих таблицах, зачинал со 
2-й страинцы, помещены четырехзначиые пелые чиела в их натуральком порядке, 
т_е. числа эти возрастают на 1. Если бы разиости между числами были строго пре- 
аорциональны разностям между их погарифмами, то, при возрастаини чисел на 1, их 
логарифыы возрастали бы на одно и 10 же чиело. Просматривая таблицы, замечаем, 
что разности можду соседними мантиссами хотя и не остаются одинаковыми иа иро- 
тижении всех таблиц, однако изменяются очень медтенио; напр., для поех чисел 
помеменных на страницах 19, 20, 21 н 99 табяац, разности межмду соседниме ман» 
уиссами овазываются только ини 6, или 7 стотыеячных. Если же эти разности позти 
роетоянны для чисел, отличающихся и& 1 :и иревосходящих 1000), то они дозжны 
быть вще более постозиными для чисел, отлита щихся менее, чем ва 1 (и превосходя 


жих 1090) 


- и ^— \ 

Перенесем в нем запятую на столько знаков, чтобы А целой 
части образовалось наибольшее число; какое только можно хайти 
в таблицах; в нашем примере для этого достаточно перевести 
запятую вправо на два знака. Теперь будем искать 


) 10 7493,54 =? 


Вынисываем из таблиц (стр. 23) мантиссу логарифма чиела 
1423 и находим так называемую табличную разность, т.-е, 
разность между взятой мантиссой и следующей ббльшей (соот- 
ветствующей числу 7424 ). Для этого вычитаем (в уме) из 064 
(из трех поеледних цифр маятиссы числа 1434.) число 058 (тра 
поеледние цифры мантиссы числа 7423); находим 6 (стотыеячн.). 
Значит: 

Тюё 1423 = 8,87058; 
[0# 7424 = 3,97058 + 6 (стотые.). 


Обозначим буквою д то неизвестное число стотысячных, 
которое надо приложить к [Гор 7423, чтобы получать [05 7423,54: 
тогда можем нанисаль: 


[05 7423,54 = 3,37058-Р А (стотые.), 


Из этих равенетв мы видим, что если число 7428 увели- 
чится на 1, то логарифм его увеличится на 6 (стотые.), а если 
то же чиело увеличится ва 0,54, то логарифм его узеличится 
на А (етотые. ). 

На основании указанной выше пропорцнональности можем 
написать пропорцию: 


4:6-0,54:1; откуда: д = 6.0,54 =3,24 (стотые.). 


Приложив к 8,87058 найденную разность, мы найдем 
05 1423,54. Так как мы ограничиваемея 5-ю десятичными зна- 
ками мантиссы, то в числе 3,24 можем отбросить цифры 2 и 4, 
представляющие собою миллионные и десятимиллионные доля; 
при этом, для уменьшения ошибки, будем всегда руководетво- 
ваться следующим правилом: если отбрасываемая часть больше 
(или равна) 5 миллионных, то, отбрасывая ее, мы увеличим на 


"\ 
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| оставшееся число стотысячных; в противном же случае оста- 
вим число стотысячных без изменения. Таким образом: 


[05 7428,54 =3,81058-3 стотые. = 3,81061. 


Так как 105 74,2354 должен иметь ту же самую мантиссу, 
а характеристика его должна быть 1, то 


Ток 74,9354 = 1.87061. 


Заметим, что нахождение по двум рядом стоящим в табли- 
пах числам числа промежуточного наз. вообще интернолиро- 
ванием; интерполирование, описанное в этом нараграфе (и далее 
в & 281), наз. пропорциональным, так как оно основано 
на допущении, что изменение мантиссы пропорционально изме- 
нению числа. 

Правило. Чтобы найти мантиесу данного целого 
числа имеющего 5 или более цифр, выписывают 
из таблиц мантиссу числа, составленного первыми 
4 цифрами данного чиела и Ев ней прибавляют 
произведение табличной разности на десятичную 
дробь, образованную остальными цифрами данного 
числа, при чем вместо точной величины этого про- 
извеления берут ближайшее к нему целое число. 

280. Употребление пропевинональных чаетей. 
Произведение табличной разности на десятичную дробь, о кото 
ром говорится в предыхушем правиле, можно производить весьма 
просто при номоши так называемых рагёоз ргорогйопа]е (пропор- 
циснальных частей), помещенных в таблипах в крайнем правом 
столбце с надписью Р. Р. Так, на стран. 23-й мы находим 
в этом столбце ‘две колонки, над которыми стоят цифры: над 
одной 6, над другой 5. Эти цифры означают табличные разности 
(в стотысячных долях) между двумя рядом стоящими мантиссами, 
помешеняыми на этой странице. Под каждой из этих табличных 
разностей выписаны произведения ее на 0,1, на 0,2, на 0,3.., 
наконец, на 0,9. Так, найдя в колонке, над которою стоит раз- 
ноеть 6, с левой стороны пифру 8, означающую 0,8, и взяв 
справа от этой цифры чиело 4.8, мы получим произведе- 
ние 6.0.8. 
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Чтобы при помощи этих Р. Р. умножить, положим, 6 на 
0,54, достаточно найти в колонке произведение 6.0.5 и потом 
произведение 6.0,04. Первое находим прямо: оно равно 3,0; чтобы 
получить второе, примем во внимание, что произведение 6.0;04. 
в 10 раз меньше произведения 6.0,4; это последнее находим 
в Р.Р. оно равно 2,4; елед., 6.0,04 = 0,24. Сложив 3,0 и 0,24, 
найдем полное произведение 6.0,54. 


Вычиеление всего удобнее располагать так: 


Чиско- Логарифм. 

ес ИИ 2 <. 87058 4=6 
Буи > 30 
ев За. 24 

740854 ву ниф 9 ВОО Ь 


Под чиелом 7423 мы подписали цифру 5, отступив на одно 
место вправо, потому что эта, цифра означает 0,5; точно так же 
цифра 4 отодвинута еще на одно место вправо, так как она 
означает 0,04. Под мантиевой 87058 подписаны чиела 80 и 24, 
при чем каждое из них отодвинуто на одно место вираво, так 
как 30 означает 8,0 стотысячных, а 24 озвачает 0,24. етотыеяч- 
ных. Направо помещена табличная разность 6 (обыкновенно она 


обозначается буквою 1). 


Приведем еще пример: найти 102 28739,06. 


Чиело. Лотарифм. 
ПО Орычинл БЫ 4.5854 4=15 
Па 185 
м 6 0 
т а 90 
Той 28739,06 ,‚.... 4.45848. 


Склалывая 4 и 3 (стотыс.), мы увеличили сумму на 1, так 
как первая из отбрасываемых цифр (миллионных) есть 5. 


281. Предел погрешности приближенного логарифма. Позробное раи-- 
смотрение процесса нахождения логарифма помощью 5-и значных таблиц ') приводит 
к следующим выводам: 

19. Если число, которого логапифы отыскивается, есть число точно е, то пре- 
лех погрешности его логарифага есть '/з стотысячной в том случае, когда этот? лега- 
рифм берется прямо из таблиц (ем. 5 278), и 1 стотысячная, когда логарифм вычи- 
гляется помощью Р. Р. 

25. Если число, которого погарафы отыскивается, есть число п риближен- 
ное, то к указанному сейчас пределу погрешности надо добавить еще предел другой 
погрешности, происходящей от неточности самого числа. За такой предел можно 
иринать произведение: 

5] (а+1 стотысячных, 


где |Ф] есть абе. величиия, предела погрешности самого неточного числа (в предпо- 
ложении, что в его целой части взяго 4 цифры), & @ табличная разиость. Гакны обра- 
30м, в этом спучае предел окончательной погрешности приближенного хогарифма вы- 


ражается так: 
8 -- | (@+1) 
или 1 - @ (а+ 1) | стотысячных. 


Пример. Найти Тор т, принимая т. — 3,142 (е точностью хо '/, тысач.). 
Перенеся занятую посте 4-й цифры слева, получим четырехзначное число 
3142, точиое ло '/„ целой единицы. Из таблиц находим: 


Го 3142 — 8,49121;: а— 18. 


Предел погрешности этого логарифма, происходящей от неточности числа, 
равен: 
№] 18+ 0=У,. ИЕ? (стотые ). 


Так как предел погрешности самого хогарифма (взятого иепосредетвенно из 
таблиц) есть /, стотысячной, то предел окончательной погрешности будет 71/, сто- 
тыс. < 8 стотыс. 


Таким образом: 


Гов (3142 -- ф) = 3,49721 (© точн. до 8 ед. посл. разр.). 
Слех., ГоБ 3,142 — 0,4970 {с точн. до 8 ед. нося. разр.). 


Значит, точная величина Т09 т заключается: 
0,49721 + 0,00008 > 106 п >> 0,49721 — 0,00008, 


т.е 0,49729 >> [05 п>> 0,49713. 


Семизначный логарифм числа п равен 0,4971499. Найденный нами приближен- 
ный логарифы (,19721 разнится от этого на 0,0000601, что, действительно, меньше 
0,00008. 


2—6 ани Е 
*) Такое рассмотрение изложено в изданиях „Элем. алгебрн*, предшествуюнгих- 
настоящему изданию. 
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#82. Но данному логарифыу найти десятичное 
чиело. Пусть требуется найти М№ 105 1,51001, т.-е. найти чиело 
Мииегиз), Которбго логарифмы равен 1,51001 '). Не обращая пока 
инимания на характеристику, отыскиваем в таблицах сначала 
первые две цифры мантиесы, а потом и остальные три. Оказы- 
вается, что в таблицах есть мантиеса 51001, соответствующая 
числу 3236. Приняв во внимание характеристику, окончательно 
пишем: 

1.51001 = 105 0,3286, 


что можно также занисать и так: 


№105 151001 = 0,3236. 


Чаще случается, что данная мантисса не находитея в таб- 
:ицах. Пусть, напр., нам дан логарифм, у которого мантиеса ееть 
553499, не ветречающаяея в таблицах, и какая-нибудь характе- 
ристика (напр., 2). Тогда искомое чиело можно найти простым 
вычислением, подобным тому, которым мы находили логарифы 
числа, не помещающегоея в таблицах. 

Предноложим сначала, что характеристика данного л0та- 
рифма есть 5, т.-е. данный логарифм есть 8,59499. Берем из 
таблиц мантиссу 59494, ближайшую меныпую к данной, выпи- 
сываем четырехзначное чиело 5935, соответствующее ей, и опре- 
деляем (вычитанием в уме) табличную разность 12 (стотые.} 
между взятой мантиссой и следующей ббльшей (соответетвующей 
числу 3956). Таким образом: 


8,5949 = 1053985; 
3,59494 -- 12 стотые. = Ъ№0 3936. 
Определим еще разность 5 (стотыс.) между данной мантис- 


вой (59499) и мантисеой, взятой из таблиц (59494), и обозна- 
чим буквою й ту неизвестную дробь, которую надо приложить 


*} Фразу ‚найти число, которого погарифи равея а“ заменлют иногла болев 
короткой: „найти антилогарифм 2“. Значит, зитияогарифмом & наз. число, которого 
хогарифи равен а; его можно обозначать так: М Той а (т.-е Миутегиз Год а). 
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к числу 3935, чтобы логарифи его увеличился на 5 (етогыс.). 
"Тогда, 
3,59499 -- 5 стотые. = № (3935  #). 


Из этих 3-х равенств усматриваем, что если логарифм увели- 
‚ чивается на 12 (стотые.), то соответствующее число увеличивается 
на 1, а если логарифмы увеличивается на 5 (стотые.), то чиело 
увеличивается на й. На оеносвании допущенной нами пропор- 
циональности можем написать: 


12:5 = 1:й; откуда: = == 0,4... 


Значит, число, соответствующее логарифму 3,59499, равна 
3935 -- 0,4... = 3985,4.., а так как характеристика данного лога- 
рифма есть 2, а не 3, то иекомое число х равно 393,54.., что 
можно выразить так; 


х = №! 259499 = 393,54. 


Правило. Чтобы найти число по данному логарифму, ска- 
чала находят в таблицах ближайшую меньшую мантиссу к с00т- 
ветствующее ей четырехзначное число; затем к этому чиелу при- 
базляют частное, выраженное десятичной дробью, от деления раз- 
ноети между данной мантиссой и ближайшей меньшей на соответ- 
етвующую табличную разноеть '); наконец, в полученком числе 
етавят запятую вообразно характеристике данного логарифма. 

288. Употребление пропорцнональных частей. 
Обращение й в десятичную дробь может быть выполнено ирн 
помощи Р. Р. Так, когда № = ‘°/» то при делении 5 на 12 мы 
задаемея вопросом: на какое чиело десятых надо умножить 12, 
чтобы получить 5 или чиело, ближайшее к 5$ Это чиело деея- 
тых мы найдем в колонке, над которою стоит чиело 12; отыски- 
ваем в ней с правой стороны чиело, ближайшее к 5; это будет 4.8. 
Слева от 4,8 стоят цифра 4, которая предетавит е0бою чиело 
десятых долей. 


*} Частное это достаточно вычислить с зочностью хо '/, десятой, таЕ хак 
большек точность ве равно ие достигается. 
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Вычисление всего удобнее располагать так: 


Логарифм. . Число, 
59499 
оды 5-м 9 сень 9000 а. = № 
и р 4 
ПВ ПА 


281. Предел погрешности числа, найденного по данному логарифиу. 
Доказано, что в том случае, когда в найденном числе занятая стоит после 4-й слева 
цифры (т.-е. когда харзитеристика хогарнфиа есть 3), за предел иогрешности най- 
денного числа можно принять сумму: 

Е 


а 20? 


тде |в]| есть абс. величина (выраженная в стотысячных долнх) предела погрешности 
зогарифыа, по которому отыскивалось чисхо, н 4 табзичная разность. Когда харажте- 
ристика будет иизя, то в найдениом числе запятую. иридется перенести влево изя 
вираво, т.-в. разделить, или умножить его ны иекоторую степень 10-и. При этом, 
конечно, погрешиость результата также разделится или умнохится на ту же степень 10-и. 
285. Действия над логарифмами е отрицатель- 
ными характеристиками. Сложение и вычитание не пред- 
ставляют никаких затруднений, как это видно из следующих 
примеров: _ к г 
2.97346 3.83846 1,0334 0,00523 
183027 1598048 ^ 5596307 — 157369 


0,80873 7,81889 7,07585 3.48154 


Не представляет никаких затруднений также и умножение 

логарифыа на положительное число; напр., 
3.58376 9.47356 
х 9 Хх 34 
2925384 — 189424 

142068 
16,10104 

—68 


5210104 


В поеледнем примере отдельно умножена положительная 
мантисса на 34, затем отрицательная характеристика на 34. 


— 355 — 


Если логарифы © отрицательной характеристикой и поло- 
жительной мантисеой умножается на отрицательное чиело, то 
поступают двояко: или предварительно данный логарифм обра- 
щают в отрицательный, или же умножают отдельно мантиссу и 
характериетику, и результаты соединяют вместе, например: 


1) 8,56327. (-—4) =— 243673.(—4)=974692; 
2) 3,56327.(—4)=- 12 — 2,25308 = 9,74692. 


При делении могут представитьея два случая: 1) отри- 
цательная характеристика делится и 2) не делитея на дели- 
теля. В первем случае отдельно делят характеристику и ман- 
тиссу: 

10,37846:5=2,07569. 


Во втором елучае прибавляют к характеристике столько 
отрицательных единиц, чтобы образовавшееся число делилось на 
делителя, к мантиссе прибавляют столько ще положительных 
единиц: 

376081 :8 = (— 8 -{ 5,76081): 8 = 1,72010. 

Это преобразование надо совершаль в уме, так что действие 
располагается так: 

3,76081:8 = 1,72010 или 3,76081 |8 
1.72010. 


#56. Замена вычитаемых логарифмов слагае- 
мыми. При вычислении какого-нибудь сложного выражения 
помощью логалифмов приходитея некоторые логарифмы склады- 
вать, другие вычитать, в таком случае, при обыкновенном спо- 
собе совершения действий, находят отдельно сумму елагземых 
логарифмов, потом сумму вычитаемых и из первой суммы вычи- 
тают вторую. Напр., вели имеем: 

Тод х=2,13058 — 2,07406 -|- 8,54646 — 8,35890, 
э обыкновенное выполнение действий расположится таж: 
‚ 273058 2.07406 027704 
13,54646 `Р8,35890 ` 6.43296 
0,27704 6,43296 — 7.84408 = Тодд. 


— 356 — 


Есть однако возможность заменить вычитание ‚сложением, 
Для этого доетаточно поступить так, как поступают, когда у от 
рицательного логарифма хотят сделать мантиссу положительной 
($ 275), т-е. ‘достаточно прибавить --1 к отрицательной ман- 
тиссе и — 1 в характеристике. Так, 


— 207406 =—2—0,07406 =—2-—1-- (1 — 0,07406) = 
=42—1- 0,92594 = -{ 1,92594. 


-——. зы ` 
Точно так же: — 8,35890 = — 8,35890 = «| 9,64110. 
аня 


Отсюда выводим такое правило: чтобы вычесть ло- 
гарифы, достаточно прибавить другой логарифы, 
воторый составляется из первого так: характери- 
стика увеличивается на 1, и результат берется е 
противоположным знаком, а все цифры мантиссы 
вычитаются из 9, кроме последней справа зна- 
защей цифры, которая вычитается ив 10. 


Руководствуясь ЭТИМ правилом, можем прямо цисать: 
Е- | я 
—207406 = -| 1.92594; . — 8,35890 = -{ 9,64110 
“. 


из расположить вычисление в нашем примере тав: 
273058 
192594 
- 3,54646 
9.64110 
7,844.08 = 109 1. 


Примеры вычислений. 


УЛ. в 


287. Прииер 1. Вычислить #= 


вай 4—0891578, В=0,04826, С=0,0051275 и Р=7,24635. 


— 851 — 


Логарифмируем данное выражение: 
Тодх=з Тод А+ 4 Тод В— 3 Т09бС— + Год р. 


Теперь производим вычисление 109% и затем х: 


Предварительные вычиеления. 


4 Число. Логарифы. В) 
7й 96—39 
8215........ 91461 9=5 бе. - 
г 4 Год В..... = 6,78436 
А 35 
о 15 
0,821573 ... 1,91465 
+ ТодА..=1,97155 
Число Логарифм. Число. Логарн умы. 
2) 
Е 70986 а=9 24... 86010 чЧ-=& 
В: В 45 > ‚18 


3 Т0д 0 —7 12973 1,246535 ..... 0.36012 
в ? ооо 
—3.7090..= 6,87027 #Т091....=0,28671 


О, 21 ВЕ | ь 
0,0051275... 3.70991 не. У 
| —3Тодр....=111399 


Окончательные вычиеления. 


ра ЯЖогарифы. Число. 
# Г094 = 1,97155 28947 ....... # 4= 22 
4 ТодВ= 6,73436 3 Хе 1947 
—3 -7090= 6,87027 о Г 0,4 
—#1092 = 111329 12894 р. 19,415=2 


Т09== 1.28947 
288. Предел погрешности. Сначала иабдем  предех погрешности чксха 
#4. — 191,4, равный, как мы видели (6 284): 


15| +9, о 
Я + 5 


— 5 


Зизчит, предварительно надо найти |®|, т-е. предел погрешности нрыближен- 
ного хогарифма числа 2 (выраженный в стотыенчных холях). 

Приняв во внимание, что предел погрешности хлогарифма, взятого иепосред- 
ственно из таблиц, есть 1/, стотысячной, & хогарифма, найденного вычислением, есть 
Ъ стотысячная, мы находим, что в иашем примере предех погрешности есть: 


в Год А... \ стотыс. 

в 1, 109 А.. 1}, стотые 
в Го4 В... 4/, стотые. 
в 4 [09 В... 2 стотыс. 


в 1.04 С... 1 стотые. 
в —8.0090... 3 стотыс. 
в [09 0... 1 стотые. 


в 1/, 209 0... Ч. И, =‘/, стотыс. 
в —1/, 1090... 5/, стотыс. 


Для '/, Тод Ш (и, след. кня —1/, 709 П)) к пределу погрешности '/, мы доба- 
визи още дробь 1, так как, доля Год Р=0,86019 на 8, мы в частном округлилн 
чвсле стотысачных, взяв ближайшее ценое число, и, след. сделали еще ошибку, мень- 
шую ‘/, етотысячной. Раньше, находя предел ногремтности в 1, 094, мы таюого до- 


бавлешия ие сделали, так как Тод А = 1.91465 при делении на $ дает целоз 
хисло стотысячных. 


Теперь находим иредея погрешности нзогарифиа: 
19| =1/, +2 +344, = 61/, (стотыс.). 


След., предел погрешности числа 2; есть 


У за № Тб, Аа в 0 2 _ 400466 _ 
а г 22 3 ее Г 1320 — 
466 


Фо = 0,4. 


1 1 
т &к —=,.—, то предел погрешиости в 2 есть 0,4. — = 0,004, 
№. 300’ ЕК ЧОВ о ор 


Таких образом найденное иами для х приближенное число 19,474 разнится от точ- 
в®го чнела менее, чем на 0,004. Так как мы ие зыавы, с недостатком или с мабытком 
найдено наше приближение, то можем только ручаться 8 то, что 


19,474 {- 0,004 2*> 19,474 — 0,004, 


19,478 >> 19,410 


и потому, евхи полошим: д — 19,471, то будеы иметь приближение с недостатком, 
© тачностью до 0,01. 


289. Пример 2. Вычислить: 
х=(— 2.3172 — — оз та: 


Так как отрицательные чиела не имеют логарифмов, то 
предварительно находим: 


— 859 — 
по разложению: 
Тода’ =3 1092,31 + 1 Год 72. 
Поеле вычисления окажется: 


СВЕ: 
елед., = — 28,983. 


230. Пример 3. Вычислить: 2=| Ув -- Уз. 


Сплошного логарифмирования здесь применить нельзя. 
так как под знаком корня стоит сумма, В подобных случаях вы- 


рат формулу по частям. Сначала находим М Уд. потом 
== УЗ: далее проетым сложением определяем М+М, и, на- 
конец, вычиеляем УМЕ. окажется: 
М = 1,5157, М = 133161; 
М+М = 28318. 


Тодт = Год 26318 = 1, Тод 2,8318 = 0.15069; 
д = 1,4148. 


ГЛАВА ТУ. 


Показательные и логарифмические уравнения. 


291. Показательными уравнениями называются 
такие, в которых неизвестное входит в показателя 
степени, а логарифмическими — такие, в которых 
неизвестное входит под знаком 2.9. 

Такие уравнения могут быть разрешаемы только в частных 
случаях, при чем приходится основываться на свойетвах лога- 
рифыов и на том иачале, что если числа равны, то равны 
и их логарифмы, и обратно: если логарифмы равны. то 
равны и соответствующие им числа. 


ео 


Пример 1. Репьить уравнение: 2* = 1024. 


Логарифиируем обе части уравнения: 


109 1024 3,01050 
Г — > а ЖЕ — 
Тод 2= [0910245 ж= Тара е О = 


Причер 2. Решить уравнение: 0,001" = 0,3. 


Логарифмируя в первый раз, получим: 
1090,3 1.47718 — — 0,59288 
= ое о 


1 


— 1090,01 —в 


Логарифмируя еще раз, найдем: 


109 017429 1.24128 _ — 05872 _ 
19° 053008 — 030108 — 


— 2,52... 


Прямер 3. Рептить уравнение: а” — а* =1. 


Положив а^=9, получим квадратное уравнение: 


1-+И5 1—5 — 
уУ-—у—1=0, откуда: у=— 5, У=-, 
След, 
1+И5 1—ИБ 
(2 == ре О 
р. 2 


Так как1 —И5<0, то последнее уравнение невозможно 


(отрицательные числа не имеют логарифмов), а первое дает: 


__ 699 {1-7 5) — 1юд 3 
и Тоба к 


х 
Пример 4. Решить уравнение: 
Тод (в | 2) - Год (6 -Р 2) = Год (с *). 
Уравнение можно написать так: 
Год [(а -- 2) ®- 2) = Гов(с | 2). 
Из равенства логарифмов заключаем о равенетве чисел: 


(ан 6 жд=е- 2. 


— 861 — 


Это есть квадратное уравнение, решение которого не пред- 
ставляет затруднений. 

Пример 5. Вычислить выражение 10'-"* ©, в котором 
знак 105 означает десятичный логарифм. 

Обозначив искомое число через 2, будем иметь: 


д=10- Е ® пр д=(1 — 1058) 105 10=1— 055 =№05 10 — 
— 105} = [05%2; я=8 = =1,5. 


ГЛАВА П. 
Сложные проценты, срочные уплаты и срочные взносы. 


292. Оеновная задача на сложные проценты. 
В какую сумму обратитея капитал а рублей, отданный в рост 
по ф сложных процентов, но прошествии # лет ({— целое число}? 

Говорят, что капитал отдан по сложным процентам, если 
принимаются во внимание так называемые „проценты на про- 
центы“, т.-е. если причитающиеея на капитал процентные 
деньги присоединяются в конце каждого года к капиталу для 
наращения их процентами в следующие годы. 

Каждый рубль капитала, отданного по р%, в течение одного года 
принесет прибыли р/зоо рубля, и, елед. каждый рубль капитала 
через 1 год обратится в 1-Г р/\ое рубля (напр. если капитал 
отдан по 5%, то каждый рубль его через год обратитея в 1 -|- 5/10, 
т-е. в 1,05 рубля). Обозначив для краткости дробь р/100 одною 
буквою, напр. 7, можем сказать, что каждый рубль капитала 
через год обратится в 1 --т рублей; след. а рублей обратятся 
через 1 год в а(1--х) руб. Еще через год, т.-е. через 2 года 
от начала роста, каждый рубль из этих а(1 --7) руб. обратится 
снова в 1-х руб.; значит, весь калитал обралится в а(1 -|- ’} руб. 
Таким же образом найдем, что через три года капитал будет 
а(1 - 7}, через четыре года — а(1 -- т)*.. вообще через # лет, 
если Ё есть целое чиело, он обратится в @(1--°} руб. Таким 
образом, обозначив через А окончательный капитал, будем иметь 
следующую формулу сложных процентов: = 

2 


? р Е 
А=а(1 | т), где "= 


— 362 — 


Пример. Пусть а = 2300 руб, р=4, #= 20 лет; тогда формула 
дает: 


бы. 1 р < 20 
т==0,04;5 А=2300 (1,04). 


Чтебы вычислить А, применяем логарифмы: 


М5 А= р 2300 --20 1 1,04 =3,36173 + 20. 0,01708 = 
= 3,6173 | 0,34060 =3,70283. 
А—=5039 руб. 


Замечание. В этом примере нам пришлось Г05 1,04 умно- 
жить на 20. Так как число 0,01703 есть приближенное значе- 
ние 105 1,04 с точностью до %& стотысячной доли, то произве- 
дение этого числа на 20 будет точно только до $. 20, т-е. до 
10 стотысячных =1 десятитысячной. Поэтому в сумме 3.70288 
мы не можем ручаться не только за цифру стотысячных, но и 
за цифру десятитысячных. Чтобы в подобных случаях можно 
было получить ббльшую точность, лучше для числа 1 --т брать 
зогарифмы не 5-значные, а с ббльшим числом цифр, напр., 
7-значные. Для этой цели мы приводим здесь небольшую табличку, 
в ЕОТорой выписаны 7-значные логарифмы для наиболее упо- 
требительных значений р: 


5 1,05 0,0211 893 


р 1+” | м5 а) 
Е 1,03 0,0128 372 
3 1,0325 | 0,0138 901 
38 1,035 | 0,0149 403 
38 1,0375 | 0,0159 881 
4 1,04 0,0170 333 
44 1,0425 | 0,0180 761 
41 1,045 | 0,0191 163 
48 1,0475 0,0201 540 


— 863 — 


#93. Основная задача на срочные уплаты. Некто 
занял а рублей по р% с уеловием погасить долг, вместе е при- 
читающимися на него процентами, в # лет, внося в конце каж- 
дого года одну и ту же сумму. Вакова должна быть эта сумма? 

Сумма 2, вносимая ежегодно при таких условиях, называется 
срочною уплатою. Обозначим опять буквою т ежегодные 
процентные деньги с 1 рубля, т.-е. число р/1оо. Тогда к концу 
1-го года долг а возрастет до а(1 -- *), а за уплатою х рублей 
он сделается а (1--т) —2. К концу 2-го года каждый рубль 
этой суммы снова обратится в 1--х рублей, и потому долг бу- 
дет [а(1 т) —=] (1) =а(1--"— 21-1), а за уплатою 
2 рублей окажетея: а(1 -- г)* — {1 --х) —х. Таким же образом 
убедимся, что к концу 3-го года долг будет а(1 9 — 1 г) — 
— 21 -- у) —х и вообще к концу #-го года он окажется: ‚ 


а(1 7) — #1 т) — «(1 р) 2... — ЖЕ 7) —х 


или (1) — 1 - (1 -а ау). 
+а+7 


Многочлен, стоящий внутри скобок [], представляет сумму 
членов геометрической прогрессии, у которой первый член есть 1, 
последний (1-|-)—1, а знаменатель (1-х). По формуле для 
суммы членов геометрической прогрессии (6 243) находим: 


_9-а ОР Я! —1 
= > о в г - 


и величина долга после #-ой уплаты будет: 
Т+г) —1 
У Е-- - 


а 7) — р 
По уеловию задачи, долг в конце #{-го года должен равняться 0; 
поэтому 
Е а в Вы 
а(1 +7} —х р =0, откуда 2= о", 


Прн вычислении этой формулы срочных уплат по- 
мощью логарифмов мы должны сначала найти вепомогательное 
число №М=(1--7)# по логарифму: №02 МЕ (1 7); найдя №, 


— 384 — 


вычтем из него 1; тогда получим знаменателя формулы для #, 
после чего вторичным логарифмированием найдем: 


Тор х = ода -| №0 М- 1юбх — 105 (М— 1). 


294. Основная задача на срочные взносы. Некто 
вносит в банк в начале каждого года одну и ту же сумму а руб. 
Определить, какой капитал образуется из этих взносов по про- 
шествии # лет, если банк платит по р сложных процентов. 

Обозначив через х ежегодные процентные деньги с 1 рубля, 
т.е. р/1о рассуждаем так: к концу 1-го года капитал будет 
(1-7); в начале 2-го года к этой еумме прибавится а руб; 
значит, в это время капитал окажется а(1 -|- 7) |- а. В концу 
2-го года он будет а(1 г)" - а(1 -- 7); в начале 3-го года снова 
вносится а руб.; значит, в это время капитал будет а(1 -- г) -|- 
+ а(1-+- 7) --& к концу 3-го тода он окажется @(1 - 
+ а(1 -- 7} + а(1 -- ”). Нродолжая эти рассуждения далее, най- 
дем, что к концу {-го года искомый капитал А будет: 


Аа + 5) + аа + + аа + *) 2+... Е аа -- = 
=а(1 + а а -...+ = 
: 1-я ща -— икс 
а -- к == ва + 

Такова формула ерочных взносов, делаемых в начале 
каждого года. 

Ту же формулу можно получить и таким рассуждением. 
Первый взное в @ рублей, находясь в банке # лет, обратится, 
согласно формуле сложных процентов (8 292), в а(1 -- ’): руб. 
Второй взнос, находясь в банке одним годом меньше, т.-е # — 1 лет, 
обратится в а(1 |-7)7-* руб. Подобно этому третий взное дает 
а(1 + 7)Г-? ит. д. и, наконец, последний взнос, находясь в банке 
только 1 год, обратится в @(1 --7) руб. Значит, окончалельный 
капитал А руб. будет: 


Ааа аа она аа 2... аа У, 


что, после упрощения, дает найденную выше формулу. 


При вычислении помощью логарифмов этой формулы наде 
поступить так же, ках и при вычислении формулы срочных уплат, 


— 865 — 


т.-е. сначала найти число №= (1 -- 7)! по его логарифму: 102 №М= 
—=# 108(1 -- 7), затем число №—1 и уже тогда логарифмировать 
формулу: 

То А = №06 а -- Тоё (1 -- *) -- 105 (М— 1) — 5х. 


Замечание. Если бы срочный взное в а руб. производилея 
не в начале, а в конце каждого года (как, напр., вноситея ероч- 
ная плата 2 для погашения долга 8 293), то, рассуждая подобно 
предыдущему, найдем, что к концу #-го года искомый капитал 4’ руб. 
будет (ечитая в том числе и последний взнос а руб. не прино- 
`сящий процентов): 


Аа (1 ^) 1 а +78... ааа 
что равно: 
Гм Е‘) —Ц 


г 


а’ з 
т-е. А’ оказывается в (1-97) раз менее А, что и надо было 
ожидать, так как каждый рубль капитала А’ лежит в банке 
годом меньше, чем соответствующий рубль капитала А. 


Упражнения. 
8 266. 

1. Написаль при помощи знака 104 следующие равенства: 
10°—=1; 10:=10; 108—100; 10-2 = 0.01; @“=мМ 

2. Переписать без знака [04 следующие равенетва: 00, 1000 =3; 
09, 0,001 =—8; ю9, 4=1/; 09, Р=у. 

3. Кели основание равно 16, то какие логарифмы будут у 
чисел: 16, 256, ‘| ‘|; 4, Ч, 2, У? 

4. Если за оенование взять 10, то какие логарифмы будут у 
следующих чисел: 10, 100, 1000, 10000; 0,1; 0,001; 0,0001. 

5. Найти: 00, =4096; 00, 4096; 04, 4096; 09, 4096; 104, 8; 
009щ 8; 09. 8. 

6. Если а есть положительное число, не равное 1, то чему 


1 ры, = 
равны выражения: 100, @, 109, а”, 109, 109% Иа, 109 5 


7. Чему равно число 2, если: 1) 04, < =3;2) 09, 5=2;8) 09.5 = 
=—5; 4) 04, 4=2; 5) №9, 2=—\,' 
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$$ 26%, 268. 


8. Построить график функции у =19, 2, пользуясь таблицею 
значений функции у=3* (см. упражн. 64, стр. 3380). 

9. То же для функция у = 09 2, нользуясь таблицею значений 
функции у= 10* и принимая для абециее единицу в 10 раз мень- 
птую, чем для ординат (ем. упражн. 65, стр. 880). При помощи 
построенного графика найти приблизительные величины 09 2, 
09, 5. 


$8 200, 21. 


Логарифмиревать следующие выражения: 


10. 109 (а?) 11. 09 (597) 12. [09 (тп)? 
24 да? 
13. 09 За: 14. 109 т 15. 09 У 06. 


з3—— и 8,— 
16. 097. — 17.109(4У20). 18.109 аъ Ус). 


и Пр РЕ" т 
19. 109 Утв Ур 20. 109 аУЪ Уз. 21.09 р 
22. 09(%— 1). 28. 109 (&—5)®. 


8 242. 
Найти выражение 5, если ого логарифм равен: 
24. ю9%=юда- 10965. — 35. 091=090а —4696. 
26. 09%=2 да. 27. 091=2 109а-- 81096. 
28. ю9%=1/, да. 29. 09%=1/, (1ю9а--195). 
30. ю9х=', 9а-ЕУ, (169%-*/, 09 )}. 


$$ 215, 296. 


31. У следующих отрицательных логарифмов сделать мантиссь 
положительными: —9,37805;. —1,07380; —0,00340; —5,56000. 

32. Следующие логарифмы превратить в отрицательные: 
9.73594; 1,08037; 4,07630; 1.00230. 
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33. Найти характеристики логарифмов следующих чисел: 
3, 38, 389, 3824, 31; 8,12; 37,2; 50315,196; 511] ;; 34852. 

Чему равны десятичные логарифмы следующих дробей: 

34. 0,1; 0,01; 0,001; 0,00001; 0,00000012 

35. Найти характеристики десят, логарифмов дробей: ©,36; 
4183; 0,02; 0,0036; 0,00056; 0,00000378. 

$5 219, 280. 
Найти по таблицам логарифмы чисел: 


36. 9; 26; 573; 57,55; 7414; — 675519. 
37. 56348. 38. 10,0035 39. 0,038467. 


$8 282, 283. 


Найти чиела по следующим логарифмам: 


40. 2,86764; 1,34967; 0,01115; 3,1414. 

41. 1566283. — 42. 2.31145. — 43. 051008. 
44. 1558062. — 45. 374670. 46. —1,08347. 
47. —0,63475. 48. — 3.91340. 


(В последних трех примерах предварительно ыадо нреобра- 
вовать логарифмы). 


88 285, 286. 


Произвести следующие действия над логарифмами: 


273085 1,57340 2.03871 
. нь о. м ы а 
52. ва 53. 2.74029 х7 

274893 р: 
54. 1.40185 Х 9 55. 3,56120 х 36 
56. 1170456 х 18 57. 2,37409 х (—3) 
58. 3,56030 х (—23). 59. 15.63102 : 4. 
60. 3,02745 : 5. 61. 1.00347 : 6. 


62. 250746 : 7. 
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68 289—290. 


Вычислить помощью логарифмов следующие выражения; 


5 Зе ЗН 
63. У235,18. 64. ие. 65. 177055, 
и 
з 3 
ье 5 к — 
66. (2°|,}*. о. УЪ + 68. уе: 
у 
3 ,— В 
69. (—7,5И63. 10. И— 3456. 
16 
ОЙ АЕ = 
уг 
$ 291. 
Решить уравнения: 
73. 10*=3. 74. Б*=10. 
75. 10" = 5.7544. 76. 4,097" = 36520. 
тт. (2) =2,48. 78. Ув -ИЕ 


19. 09 (&— П-19 (2-Е 1) =192. 
80. 109 2=5 1092. 
81. 097-109 8 = 2109 в 209 27. 


88 292—294. 


82. В какую сумму обратитея капитал в 4000 руб. через 
20 лег, если он отдан по 4 сложных процента? 

53. Некто, умирая, оставил наследство в 32000 руб., поло- 
женных в банк по 3% © условием, чтобы капитал с процентами 
был разделен между наследниками только через 15 лет. Какую 
сумму придется делить? 

. 84. Население города определено в 250000 чел. Заметили, 
что оно увеличивается с каждым годом на '/„, часть. Какое будет 
население этого города через 100 лёт, если увеличение постоянно 
будет следовать этому закону? 
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85. Через сколько лет капитал, отданный по 5% (сложных), 
удвоитея? (указание: начальный капитал 2, окончательный 2 
в уравнении х сокращается). 

86. То же, если капитал отдан по 4%. 

87. Бакей капитал, отданный по 4% (сложных), обратитея через 
10 лет в 45000 руб? 

88. По скольку пропентов надо поместить капитал в 7500 руб. 
чтобы он через 6 лет обратилея в 10050 руб. 72 коп.? 

89. Через сколько лет капитал в 6200 руб. обратится в 
8158 руб. 75 коп. ечитая по 4 сложных пронента? 

90. Капитая в 6000 руб. отдан по 5% и в конце каждого 
года к нему добавляют по 400 руб. Какая сумма образуется 
через 10 лет? 

91. Некто занал 5000 руб. по 6%. В конце каждого года он 
уплачивает по 400 руб. Какой останется долг к конлу 6-го года? 


А. Каселев. Алгебра. 93 


ь № юн 


ПОДРОБНОЕ ОГЛАВЛЕНИЕ, 


ОТДЕЛ 


Г. 


Предварительные понятия. 


ГЛАВА 1. 


Алгебраическое знанополо- 
жение. 


Употребление букв. 

Азгебраическое выраже- 
ине. 

Действия,  рассматри- 
ваемые в алгебре. 

Знаки, употребллемые 
в алгебре. 


Упрахнения 


ГЛАВА П, 


Понятие об уравнении 


Свойства равенств. 

Тождество. 

Уравнение. 

Задача 1. 

Примеры решеныя дру- 
тих простых уравнений. 

Два, свойства уравнений 

Задача 9. 


Упражнения 


ри 


24. 
25 


26 


| ний; 2) для раз‘яснения # 
| свойств чисел; 8) для р:- | 
| шеныя уравнений. | 


ГЛАВА 1. 


Свойства первых 4-х арнфм. | 


действий. 


Свойства сложении. 


м вычитания. 

5 умиожения 

5 дехения. 
Примоневия евойств 


| действий: 


1} для преобразования | 
злгебранческих выраже- 


Козффициевт. 


Упражнения. 


ГЛАВА ГУ, 


| Нратние исторические свс- || 
дения 


0б алгебраичесном || 
знакопеложении. 


ГЛАВА \. 


Положительные и отриза- 
тельные числа. 


1. Понятие о величинах, 

которые можно пони- 

мать в двух противо- 
положных смыслах. 


Предварительное заме- 
чанне. 

Задача 1. Захача 2. 

Другие величинн, кото- 
рые можно понимать в 
двух противоположных 
смыслах. 

Относительные числа. 

Ивобразжение чисел по- 
мощью отрезков праной. 

Сложение натравленных 
отрезков. 

Сложениенаправленинх 
велычиы вообще (заме- 
чание). 


2. Сложение относитель- 
ных чисел. 


Определенные суммы. 

Сдожение дзух чисел. 

Другое выражелие пра- 
виля сложения. 

Сложение 8-х н более 
чысел. 

Свойства суммы относн- 
тельных чисел. 


3. Вытлипание оттоси- 
зпельныхх чисел. 


Определение вычитания. 

Вычитаные ббльшего 
числа из меившехо. 

Правило вычитания. 

Другое выражение пра- 
виха вычитачня. 

Алтебраическая 
и разность. 


сумма 


40 
41 


42 
43 
44 


41 


58 
49 
50 


57 


58 


Свойства вачитания от- 
восительных чисел. 


Упражнения 


тельных чисел. 


Определение и правило 
умножения. 
Задача ва умножение 
относительных чисел. 
Произведение 3-х н 
более сомножителей. 
Свойства» произведения 
отибсительных чисел. 


4. Умножение  относ- 


Упражненил 


5- Деление относитель- 
ныж чисел. 


Определение деления № 

Сзучан, когда какое-, 
нибудь данное число равно 
мухю- 

Правнло деления. . 

Пругое правило деления. 

Свойства деленил отно- 
сительных чисел. 


Упражнения 


ГЛАВА У]. 


Сравнение  откоситель- 
вых чнсел по величине. 


Определение понятий 
„больше“ = „меньше“. 

Оледствия. 

Замечание. 

Свойства неравенств. 


34* 


ОТДЕЛ НП. 


Тождественные преобразования 
(первые 4 алгебранческие действия). 


ГДАВА 1 


Одисчлён и многочлен. 


ГЛАВА Ш 


Алгебравчесное умчене- 1 


ь 
Н ние. | 
В | Упрощеняе мекоторых 
й пронзведеиив. ТА Умножение  стененей | 
й Охночлен. одного и того же чиела, | 
Е Многозхен. 75 Умножение одночленов. | 
Свойства иногочленя 76 Умможение иногочлена 
й Подобные членн. ва какое-вибудь азтебр. 
Приведенне  подобыых | ВЫожеви 
. членов. 97 Умножение ннсгочлена 
] Применсине к решению | ва многочлен. 
| УрАВНевЕ 78 Расположеннне много- 
р Замечания. члены. 
Е } Упражнения 73 Ушисжение расположен- 
у ных иногочденов. 
. 80 Выений и низший члевн 
= Я 
ГЛАВА ИП. проязведення. | 
— Чнело членов прокзве- | 
: Алгебраическое сложение | дення. 
и вычитание. 
| 81 Векоторные формузн 
. 67 Что тавое представляют умножения дручленов. 
| собою алкобранческие/дей- | 83 Г ы 
НН еометрическое нстол. | 
й с .* кованне некоторых из 
68 ложеные одночленов. указанных форщул. 
69 Сложение многочленов. 
84 Првиеневия. 
Е 70 Вычитание одночлеков. | у 
> Вычитанне многочленов. | сз проно 
| 91 Раскрытие скобок, нерех | я 
й ГЛАВА Ту. 
Г которыми стоит звак-- | 
р или —. , Алгебраичесное делание. 
Я включение в скобки | Е 
$ = 6 дь части ногой 88 Деление степеней одно- 
я : за ое | 
ы У | го н ТОГО же чиела. 
| член®. 
| 38 Унражязния 59 Нулевой показатель. | 
= Делеиые олночхенов. 
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Сокращение дроби. 


| Признаки невозможно- 34 
| сти деления одночшенов. 


Приведение дробей к | 
| общему знаменателю. 


Деление многочлена на 
| каксе-нибудь алебр. вн- . 
| ражение. 96 


Сложение и вычитание | 
 дробей. ь 


Уастное от деления одно- 
| члена на ыБогочлев. й 


Умножение дробей. 


Деленне дробей. 


| Деление многочнена на * 98 
| многочлен. 


Замечание. 


Два примера деления 
{ многочленов. 100 


Освобождение уравне- | 
ния от знаменалтелей. Е 


Упражнения 


| Признаки вевозможно- 
стн деления многочяенов. 


Правила денениа иногс- 
членов. 


ГЛАВА УИ. 


Отношение и пропорция. 


Что такое отномение. 


Упражнения. 
ГЛАВА \. 102 Что такое пропорцня. 


п Разложение многочленов | 108 = 


Основное свойство про- | 


на множителей. | порцыи- 


Следствие. 


Упражнения. | 104 
Обратное предложение. || 


к: Геометрическое истол- |} 


кование основного свой- 1 
| ства пропорций. р 


Апгебраические дроби 


Определеяие дробн. 


| Непрерывная прояор- | 
| ция. Среднее геометри- 
| ческое. 


107 


Пелые н дробные элге- 
браическне выражених- 


Среднее  эрифыетиче- 
| ское. : 


Основное свойство дробн. 108 


Приведение членов дро- 


| бн к целому ввду- Свойство равных отно- | 


ненивб. 
Упражнения 


103 


' Перемена знажов перед 118 
"членами дреби. 


16 
17 


118 
119 
12% 


121 
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ОТДЕЛ ПЕ 


Графическое изображение Функций. 


121 
123 


126 
121 


128 
129 


131 


ГЛАВА Г. 


Понятие с диаграммах и 
грацфинах. 


Диаграммы. 

Графикн температуры, 
влажности я пр. 

Нонятие о функции, 

Таблицы значений функ- 
ций, 

Коордиваты. 

Ностроение графика по 
точкам. 


Унражневния 


ГЛАВА П. 


Пропорциенальная зави- 
симость 


(прямая ы обратная). 


Пропорциовальная 
высимость. 

Выражение пропорцио- 
нальной зависимости фор- 
мулой. 

График пропорпнональ- 
ной зависимости. 

Обратная  пронорцно- 
нальная зависимость. 

Выраженые ее форму- 
Лой. 

График обратной про- 
порцеовальности. 


за- 


Унражнения 


122 
128 


12А 


125 


126 


127 


128 
128 


141 
1аа 


144 


145 


146 


ГЛАВА Ш. 


Графин двучлена 1-й сто- Н 
пени. 
Дпучлен 1-Й степени. 


Графическое — изобра- 


жение двучлена. 


Построение прямой у= й 
= аз -[ 6. | 


ГЛАВА ГУ. 


Графическое решение || 


уравнений. 
Графическое решение 
уравиения 1-й степени. 


Графическое решение ® 
более сложного урэвие- |} 
ния. Е 


ГЛАВА У. 

График фуннции у==аая. | 
Некоторые особенности | 
графика функции у — &7*. 
Графак функции у=а°. || 


Замечание о пропорцио- | 
нальности (прямой ы об- || 
ратной) квадрату пере- | 
менного независимого. 


Упражнения 
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ОТДЕЛ у. 


Дополнительные сведения об уравнениях. 


а 


130 


131 
132 


133 


134 


Стра- 


НИЦЫ. 


151 


154 
155 


156 


154 


ГЛАВА Е 


Пересмотр двух основ- 
ных свойств уравнения. 


Равиосильные 
ния. 

Умножевне или деление 
частей уравнения на одно 
и то же алтебраическое 
выраженне. 

Носторонние корни. 


уразне- 


ГЛАВА П. 


Некоторые особые слу- 
чаи решения уравнения. 


Общей вид уравыения 
1-й степени с 1 ыеизвест- 
вым. 


184. а 
134.6 
135 
186 


487 


138 
139 


140 


ОТДЕЛ \. 
Решение систем уравнений 1-й степени. 


ГЛАВА 1. 


Система 2-х уравнен. 
с 2 неизв. 

Задача. 

Нормальный вид урав- 
нения 1-й степени с 2 ве- 
известными, 

Неопределенноств одис- 
го уразнения © 2 неиз- 
зестными. 


148 
144 


176 


Положителжьн. режение. | 


Отрицательн. решение. 
Нузевое решение. 


ние приводится к невоз. | 
можному равенству. | 


Как изменяется воличина | 
дроби, еслн знаменатель || 


1 
Случай, когда уравне- 
ее стремичся к 0. 


Залача. 


Неопределенное реше- |! 
ние. | 


Задача. 


Упражнения 


Система уразнений. 
Графическое решение. 
Замечание. 

Способ подстановки. 


Способ сложения нло 
вычитания. 


Упражнения 


= 


ГЛАВА ПЦ. 452 181 Способ евложення или | 


1 внчнтания. р 
| Система 3-х ий более } 158] 132 Замечание (0 систехах 
| урзонений с 3-мя и более 4-х н более уравнений). | 
неизвестными. 
| 149 | 178 Нормальный вид уравне- ТЛАВА Ш. 
ния © $ неизвестными. » | 

150 | 119 Неопределенность одного ЗА о р Те Е ай 
или двух уравнений с 3 ПЗЗ реРоевАВ: 
неизвестными. 134 бы рактьен в 
151 | 180 Способ подстановки, 

ОТДЕЛ \1. 


Степени и корни. 


155 
156 
№7 


158 


159 


Стра- Отра- 
88 
миЦы. ницы. 
ТЛАВА 1. ГЛАВА Ш. 
Основные свойства везвы- Основные свойства извлече- |} 
шения в степень. иия корня. ] 
188 Определение степени. 160 193 Задача 1. 


=== Нравило знаков. : 

139 Возвышеные в степень и. и) м = ей 
произведения, степени и 5 А р о ПНА : 
дроби. о 

гебра К. оревь. || 

190 к Е пеь т 165 | 197 Извлечение корня из 
©дН ь произведения, стененн ий 


дроби. | 

ТЛАВА П. 166 | 198 Извлечение корня из и 

одночленов. | 

191 | Возвышение в  нвадрат 167 } 139 Некоторые преобразова- & 
инегочяена. ния радикалов. 


198 Упражнения 280 Упражнения 
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ОТДЕЛ УИ. 


Извлечение квадратного корня из чисел. 


| 

209 Примеры — извлечения 

квадратного корня. | 

Извлечение  явадратного 175 | 210 Число цифр в порше. | 


верня изнаибольшега целого Уп ражнених 


квадрата, зачлючакицегося 


ГЛАВА 1. 174 


в данном числе. | 
$} 
168 203 Предварительное замеча- РЕВ ы 
ине. Извлечение приближенных 
169 204 Свойетво числа десят- квадратных нерней. } 
ков корни. , | 
170 | 205 Свойство чиста единиц а = Ро 
корвя. =. Ё Е. 1 
“Т 207 Извлечение квадр. кор- ИО ап а. ь 
ня, состоящего из одной 180 | 212 ан, | 
=: изн из 2-х цифр. 181 | 18 Примеры. } 
же г Ивзлечение квадр. пор- | 162 | 214 | Извлечение квахразных 
ня, состоящего из 3-х или ворней нз дробей. 


более цифр. 


178 | 209 Правило. 215 Унражизина. 


БЕАЕБАЗДАНАН 


ОТДЕЛ УШ. 


Действия над иррациональными числами и выражениями. 
и рииая одабинад а ь 


Понятие об измеренин. Е 
Иррацнональное число. 


Понятие сб иррациональном Приближенные  значе- | 
числе. ' ния иррационального чн- 


1381 2 Соизмеримые ин несо- | ста. : 
измерицые с единицей | Дейетвия над иррацио- 


значених величины. | нальными чнсламя. 


190 
191 
192 
193 


228 
22А 


221 


ат 
228 
229 
231 


ГЛАВА ИП. 194 | 2338: 
Иррациснальные значения 195 | 23А 
радикалов. - 
Приближенные  корнн Ее 
яюбой стененн. 
Гочное значеные коркя 
в том случае, когда он не 239 
выражается никаким ра- 
циональным числом. 
Улражнения 
ГЛАВА ПЦ 
198 | 242 
Поенатио © приближенных 
вычислениях. 
199 | — 
Приближения © недо- | о00| одз 
статном н с ызбыхком. 201 244 
а приближе- 902 | 245 
Нахождение погрешно- 
сти приближенной сунмы. 208 | 247 
Нахождение погрешно- 
сти приближенной  раз- 248 
ности. 
ОТДЕЛ 1х. 


252 


258 


254. 


ГЛАВА 1. 
Квадратное уравнение. 


Задача. 

Нормальный вид квад- 
рачного уравнения. 

Решение неполных квад- 
ратных уравнений. 


207 


208 
209 


210 


Погрешность — иприбни- 
женного произведения. 

Погренвость  прибли- 
женного чаетного. 

Занечание. 


Освобождение знамена- 
теля дроби от радикалов. 


Упражнения 


ГЛАВА 1\. 


Простейшие преобразования 
иррациональных выражений. 


Рациональные и ирра- 
циональные  алгебраиче- 
скне выражения. 


Основное свойство корня. 


Стедетвия. 

Подобные радикалы. 

Действия над ирращио- 
нальными одночленами. 

Действия над иррацио- 
нальными многочленами. 


Унражненыя 


Решение ур. 2? -- рх + 
О 


Другой способ решения. | 
Разложенне трехчтена || 


23° -ух 9 па 
жителей. 


ыно- || 


Решение ур. ах 6х 


+ е=0. 


"215 


219 
220 


268 


264 
265 


266 
266 


Разложение трехчлена 
аз -- бе Ве ва мио- 
жителей. 


Свойства корней квад- 
ратного уравнения. 


ТЛАВА ИП. 


Бингалратное и некотсрые 
другие уравнения. 


Бикзадратнсе уравневие. 

Уравнения, у которых 
левая часть разложеня на 
миожителей я правая 
есть 0. 


Замечание. 


Упражнения 


ГДАВА Ш. 


Графическое решение квал- 
ратного и кубичного урав- 
2 нения, 


Графическое ретение 
квадратного уравневия. 


График функции /=4°. 


Графическое решение 
кубнчного уравнения. 


ГЛАВА 1. 


Понатие сб обратной фунн- 
ции. 


Обратная функция. 
Трафик функции у==У х. 


Упражнения 


222 


228 


225 


226 


227 


228 


281 


282 


283 


284. 


387 


ГЛАВА У, 
Иррациенальные уравнения. 


Задача. 
Посторонине ретения. 


Возвышение частей ураз- 
нения в одну я ту же 
степень. 


Освобождение уразые- 
ния от 2-х и более квал- 
ратных радикалов. 


Упражнения 


ГЛАВА \1. 


Системы уравнений 2-й 
степени. 


Нормальный вид урав- 
нения 2-й стенени с 2 
неизвестными. 


Сиетема 2-х уравкевий, 
из которых одно 1-й сте- 
пени, & другое 2-й сте- 
пеня. 


Система 2-х уравнений, 
из которых каждое 2-й 
степени. : 


Графический способ рг- 
шения. 


Упражнекии 
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ОТДЕЛ Х. 


Прогрессии. 


Стра- 


ницы. 


Сравнение прогрессии 
геометрической с арифнс- || 
тической. 


ГЛАВА Г. 


Арифметическая прогрессия. 


Задача. Теорема (о любом чаене 


прогрессии). 


Определение. 


"Теорема (о сумме чле- | 


Теорема. нов)- 
232 | 292 Следствие. Задача. 
Ва |= Лемма. Замечание 1-е 
284 | — Теорема. Замечание 2-е. 
Замечание (о среднем 


арифметическом). 


295 Задача. 
Добавнение. Нахо- 


ГЛАВА Ш. 


Бесконечная гесметриче- 
ская прогрессия. 


ждение суммы квадратов 
чисел натурального ряда. 


"Теорема 1 (0 возрастаю- | 
щей прогрессии)- р 


288 Друхой прием доказа- 


тельства. 


Теорема 2 (об убываю- | 
щей прогрессии). : 


Упражненин 


Предех суммы членов. 


250 | 3909 Теорема (о пределе | 


ГЛАВА П. 
суммы). 


Геометрическая прогрессия. 


310 Чримерм. 


Задача. 
312 Упражненина 


301 Опредененио. 


м 
Га 
га 


258 


254 


——_— 


319 


320 } 
} бляются дробные показа- 
‚ тели. 


з21 | 
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ОТДЕЛ %1 


ГЛАВА 1. 


Показатели целые поло- 
вительные. 


Перечисление свойств 


| таких показателей. 


ГЛАВА Н- 


Стрицательные показатели. 


В кэвом смысле употре- 


’ бляются отрицательные по- 
 казатели. 


Замечание. 


Действия над степенями 


| с отрилательными пова- 
| затехлми. 


Упражнения 


ГЛАВА ПЕ. 
Дробные показатели. 


В каком снысле употре- 


Замечаине. 


260 


261 


262 


263 


26А 


322 


326 


827 


328 


329 


Свойство дробного по- 
казатехя. 


Действия над степеня- 
ми с дробными показате- 
яями. | 


ГЛАВА [\. 


Понятие об норациональном Н 
показателе. } 


Пуниеры. 


Занечачние (историч, 
скога жаракхера). 


ГЛАВА У. 


Показательная фунация. 


Что такое показатехь- 
низя Фунекия. 
функции. 


Свойства показательной 
функций, 


й 

} 

| 

| 

| 

График показательной | 
1 

| 

Упражнения | 
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ОТДЕЛ ХИ. 


Логариф мы. 


ГЛАВА 1. 
Общие свойства логарифмов. 


331 Предварительные заме- 
чзнил. 

832 Опредехение хогарифма. 

338 Логарифмическая функ- 
ция и ее график. 

335 Свойства  когарифми- 
чеекой фуикции. 

336 Теоремы о логарифмые 
произведения, степени, 
дроби и корня. 

337 Лотарифиирование алхе- 
браического выражения. 

388 Замечание 1-е. 


Замечание 2-е. 


ТЛАВА И. 


Свойства десятичных ло- 
гарифмов. 


339 Системы хогарифмов. 

840 Значьние логарифииче- 
ских таблиц. 

— Преобразование отрица- 
тельного логарифма. 

342 Свойства  десатичных 
логарифмов. 

348 Следствия. 


ГЛАВА Ш. 


Устройство и употребление 
таблиц. 

848 

зат 


Устройство таблиц, 
По данному хдесятично- 
му числу найти логарифы. 


Употребление 
циониых частей. 


Нредех погрешности 
приближенного хогарифма. 

По ханному логарифиу 
найти десятичное число. 


Употребление пропер- 
пионаньных застей. 


Предел погрешности 
чнола, найд. по логарифму. 


Действия над хогариф- 
мами с отринательными 
характеристиками. 


Замена вычитаемых ло- 
тарифиов слагаемыми, 


Примеры вычислений. 
Пример 1. 

Предел погрешности. 

Пример 2. 

Прныер 85. 

Показательные и лоха- 
рифмыические уравиения- 


пропор- 


ГЛАВА ТУ. 


Слошные проценты, сроч- 
ные уплаты я срочные 
взносы. 


Основная задача, н& сло- 
жные проценты. 


Основная задача на 
срочные уплаты. 
Основная задача на 


срочные взносы. 


Упражнения | 


ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ. 


' 
. Стр. 11-я, строка 2-я снизу, вместо точки с запятой должна быть 
у 


Стр. 29-я и стр. 48-я, в задачах нместс названия жел. дороги „Нико- 
‚ яаевской“ должно быть название „Октябрьская“. 


Стр. 130-я, строка 13-я скерху, вместо х'Оу должно быть 2! Оу. 
Стр. 148-я, строка 7-я сверху, вместо „считать“ надо „называть“. 
Стр. 151-я, строка 9-я сверху, перед задачей пропущен ее номер: 25*), 
| Стр. 169-я, строка 13-я сверху, вместо „в уравнениях“ должно быть 
„® уравнение“. 
Стр. 224-я, строка} 4-я снизу, третье число должно быть не 1, а 1,253. 
Стр. 269-я, строка 11-я сверху, вместо „латков“ должно быть „платков“, 
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